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为 了 送 应 广大 在 职 人 员 和 社会 青年 自学 成 才 的 需要 ， 根 据 
国家 建立 高 等 教育 自学 考试 制度 的 精神 ， 汉 满足 学 员 自 学 教材 
的 要 求 ， 由 辽 字 人 民 出 版 社 出 版 一 套 大 学 数学 系 自 学 处 书 。 

本 从 书 是 由 杰 北 师范 大 学 数学 系 ， 根 据 教育 部 规定 的 普通 
高 等 院 核 本 科 必 收 课 现行 教学 计划 和 教学 大 网 编 写 的 。 教 村 内 
ЖАН, ЕЛУ. ЖЕЖ, ЖАШ; #F3E 2426 3] 48 
和 习题 解 管 ， 便 于 上 自学。 经 过 肇 车 自学 ， 即 可 无 师 自 通 ， 迹 到 
ЖЖ ЕЗЖЕ, 

ЖАН: 空间 解析 几何 、 高 等 代数 、 数 学 分 析 、 高 等 几 
T EPAITE, EARE, DERA, EHRE, wa 
几何 、 计 算 机 与 算法 语言 BASIC、 概 率 论 与 数理 统计 、 计 算 
方法 等 。 本 从 书 许 可 供 自学 应 试 之 用 ， 也 可 供 大 专 尝 校 的 本 科 
在 被 生 和 函授 生 及 业余 大 学 学 生 使 用 。 

本 从 书 由 于 水 平 所 限 ， 不 当 之 处 在 所 难免 ， 我 们 热诚 希望 
广大 自学 读者 批评 指正 。 
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第 一 部 分 ЗЕ 


жи ж A 


ВЛ, ЯНЕ (Cantor 引入 集合 观点 以后 ， 集 
合 的 更 论 即 迅速 地 渗入 到 数学 的 许多 部 门 ， 并 成 为 近代 数学 的 
基础 ,也是 实 变 函数 论 的 基础 .集合 论 本 上身 现 已 成 为 数学 的 一 个 
分 支 ， 但 在 本 谋 程 中 包 报 据 需 要 介绍 集合 论 的 一 些 基 本 郑 识 。 


51 集合 及 其 运算 


一 、 集 合 及 其 表示 法 


Е Е А, ЖАЛИ А “点” 和 
“直线 ”一 样 ， 要 把 “集合 ” 究 况 是 什么 说 得 很 清楚 并 不 是 一 
件 容 易 的 事 ， 好 在 “集合 ”这 个 概念 在 日 常生 活 和 数学 中 是 经 
常 址 到 的 ， 人 和 们 对 它 并 不 隔 生 ， 所 以 我 们 无 需 在 秆 么 是 集合 这 
个 问题 上 这 儿 纠 缠 ， 只 对 集合 给 出 一 种 比较 恰当 的 描述 ， 这 对 
我 们 学 习 本 门 课程 是 毫 无 影响 的 ， 

关于 集合 我 们 给 予 下 述 撒 述 ， 

凡是 具有 某 种 特殊 性 质 的 ， 确 定 的 事物 的 全 体 就 是 一 个 集 
п ORRE) ， 


集合 的 概念 在 数学 中 是 到 处 可 兄 的 ， 庄 如 

“蔚然 数 的 全 体 ” 

“方程 ах? + Px + ¿ ОРН А167 

“ЖБ (а, 2) PARE” 
АРЕ. BAXE, ЭРИСЕ ДОН ЕЛВЕ R 2: PE 
部 是 一 个 集合 ， 例 如 

“ 比 工 大 得 多 的 数 的 全 体 ” 
不 不 是 一 个 集合 。 因为 “ 比 工 大 得 多 的 数 ” 虽 然 也 是 一 个 特殊 
性 质 ， 但 它 是 不 确定 的 ， 究 况 比 1 大 到 什么 程度 才 算 大 得 多 
Bë? 界限 是 不 清楚 的 ， 给 出 一 个 数 ， 它 是 党 在 这 个 比 1 大 得 多 
的 数 的 全 体 里 是 无 法 判定 的 ， 因 此 它 不 能 做 为 我 们 讨论 研究 的 
对 象 一 一 集合 ， 

任何 事物 对 其 一 集合 来 说 ， 或 者 属于 该 集合 〈 即 该 事物 是 
该 集合 中 的 事物 ) ， 或 者 不 属于 该 集合 ( 即 该 事物 不 是 该 集合 
中 的 事物 ) ， 二 者 必 居 其 一 ， 但 不 可 得 兼 , 

Ë a 是 一 个 事物 ，4 为 一 个 集合 ， 落 a 属于 A, 则 称 
4 为 4 的 元 素 ， 记 作 

aC A k ADa 
Жа 不 属于 4， 则 记 作 


a А 或 Apa (ас АЖА За) 
例如 0 为 有 理 数 集合 ， 则 EQ 而 rgo, 


不 含 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 ， 例 即 方程 
хё+1= 0 
AKRE it z 3, ЖЇН фз. 
PH 3 F А, B. X, Y, Жл, 用 小 写字 母 


а, бух, уу ЯЕ. 但 在 讨论 问题 时 ， 往 往 关 系 到 集合 的 特 
征 ， 记 以 也 常用 能 够 标 出 集合 中 泡 素 特性 的 符号 来 表示 集合， 
如 以 
(хіх АЖ Р) 
表示 所 有 具有 性 质 z 的 事物 组 成 的 集会. 
例如 ， 自 然 数 集 合 可 表示 为 
(s lz 为 日 然 数 } 
而 
{x | ix- <) (>20) 
MERS n 的 距离 小 于 正 数 е ШҮН 32922 Ñ B R, ME 
开 区 闻 (х,—#, x, +e), 
设 Р(х) (2,5) ЭН РА, HM 
{х | хЄ (а. #), (х) > 
0 (а, БУНИ АВА f (x<) S ЖИН КТ ¿ 的 所 有 自 变 量 > 
组 成 的 集合 . 

设 44 是 一 集合 ， 当 我 们 用 通常 的 方法 一 个 一 个 地 去 数 4 中 
的 元 素 ,车 恰好 数 到 某 个 自然 数 r, А 中 就 再 没有 未 经 数 过 的 
元 素 时 ， 出 称 集合 万 为 有 限 集 。 此 时 4 有 = 个 元 素 , 可 以 记 作 

A= {dy йа} 

空 集 也 称 为 在 眼 集 ， 不 是 有 限 集 的 集合 称 为 无 限 集 ， 

只 有 一 个 元 素 a 的 集合 ， 记 作 {4#}，# 与 ej} 的 会 义 个 同 ,a 
表示 元 素 ， 而 {1z} 则 表示 由 一 个 元 素 4 组 成 的 集合 ， 并 称 作 单 
лж, 

必须 注意 ，{e, 4,a,5, b} 并 不 表示 号 有 五 个 元 素 的 集合 ， 
它 只 有 两 个 元 素 a 和 九 这 个 集合 只 能 表示 为 {4, 介 ,不 能 表示 
Hiara, a, d, Ah 


二 、 集 合 间 的 包含 关系 


在 集合 理论 中 ， 集 合 间 的 包 售 关系 是 一 个 重要 的 概念 ， 我 
们 先 看 两 个 例子 ; 

т Бел А = (а, 00, B=Ca t BREE 
Аф уси ЕЛЖ B 中 的 元 素 . 

例 2 设 二 集合 为 

h. = a| тп ABRED О= {rir 为 有 理 数 }, 则 时 与 0 之 疗 
也 有 属 中 元 商都 是 8 中 元 素 的 性 质 ， 

现在 将 上 述 俩 子 中 反映 出 来 的 ， 一 个 上 集合 的 元 素 都 是 尺 一 
集合 的 元 崇 这 种 性 质 给 出 一 般 的 描述 ， 

EXI CO È А,В 是 二 集合 ， 若 属于 4 的 元 素 都 属 
ТВ, ШЛ 包含 于 B K B 包含 A, TE 

AZB 或 B2 A 
(2) BABAT (АСВ), ШКА ВАН, yl 
t, 3 AE B WO TE, m B 中 又 有 元 素 不 属于 用 时， 则 称 闪 为 
ВЕЖ. За 
АВ 或 BRA 

D KEARE BA T£ САС В), ДАЕ —хс A, M 
ЄВ, 或 性 一 x&8, ШЖ хфА 

ЕАМ BTR ( 记 作 A+ ВЕЎ B+ А) ， 只 须 证 骨 
FE х, {Н < GB, 

D шетин, ZR o МЕ ИМЕЛ Р, УНЕ 
ЖЖБА. н=л, (Ех ADELE фә), 

HI 直角 三 角形 的 集合 是 三 角 带 的 集合 的 子 集 。 

4 


例 4 t BRC- О-Н ЮР, 
05 设 二 集合 为 
E={x | +>0, Р={х|х>0) 
则 显然 E 是 FF 的 子 集 ， 同 时 下 也 是 BE 的 子 集 . 

ВБ H A,B,C 分 别 表示 Ca, у LIH, E., we 
(Riemann) 可 积 函 数组 成 的 集合 ， 则 如是 了 的 子 集 ， 了 3 是 避 的 
子 集 ， 从 而 有 АсВсс, 

定理 1 对 于 任意 集合 А,В,С, {НД 

(1) Ас A; 
(2) # ATB, BSC, ДЖАСС. 

证 明 (1) 是 明显 的 。 今 证 《3》， HERS uE H y 
x€ A, WA хЄС, 

事实 上 ， 对 任 一 x€E .A4， 由 已 给 条 件 4EB 知 有 хєВ, 
再 由 条 件 ВСС 知 有 wxEC， 即 对 任 一 xE А, WE <€ C, 
于 是 由 子 集 定义 知 ACC, 

定义 2 Ú A,B 是 二 集合 , АВТАН 了 也 
TAHT TERK, WAS BHY, iE 

А = В 

由 二 集合 相等 定义 可 知 ， 

出 ”二 集合 А,В 相等 当 且 仅 当 它们 的 元 素 完全 相同 ， 秋 
M, Ж А,В FE, Ніну AB, 

© Жї A=B, АЯШ ASB 县 АРВ, 

W7 А-{х|х B. xt—- Es +6=0 的 根 } 与 B= (2,3) 38 
等 ! БИЛЖ ДЕЖЯРШАНЕ®, ` 


”三 、 集 合 的 并 、 交 运算 
在 讨论 问题 时 ， 由 于 某 种 目的 常常 需要 将 集合 化 各 种 各 样 
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ЮВЕ, ПЕВТ, NIR KU PRH: F 述 概 
Ж. 
ЖХ W AB ECA, MAS BERATER 
个 新 集合 ， 由 称 此 新 集合 为 4 与 了 的 并 集 ， 记 作 
АЦВ 
И АЦВ = {| x€ A н xC Ву (F 1——1(а)) 。 
EAI 设 AB 是 二 集合 ， 用 如 与 有 所 共有 的 元 素 组 成 
一 个 新 集合 ， 则 称 此 新 集合 为 4 与 3 的 交集 ， 记 作 
AGB 
В AnB=(x x€ А Н x€ By (图 1—141)), 


а) (b) 
图 1 一 -i 
例 8 BA={a,5,e}, B=tded}, C= {4,2,2}, D = 
{а,ё,4,}}. 
则 AUB={a,6,0,c,d) 


BUC= {b,c 2, р} 


CUD=(a, b, d,sf, e,t, g) 
й 


АПС =), Апр (4,0), Впр = (6,23, CND= Ф 


йз 设 4=50,2)，8= |2,2), W 


CAU B= (0.33, апв= [2,2) 

Бри СЕБ EAK IB) < HUEXFT DAR pt 
ЛЖ a， 部 有 一 个 集合 A, 与 之 对 应 ， 则 由 这 些 集合 А, 组 
RERE, PEAD AEREI, E 

(A... 2 4,1 aED} 
HARRER E T тА ЖН 4}, 

所 亩 集 族 就 是 以 集合 为 元 素 的 集合 ,比如 设 N.= (1, 2, 
п), 5 i 对 应 的 集合 为 4;， 则 以 N。 为 指标 集 的 集 族 ， 就 是 
以 A, Ar A, 为 元 素 的 集合 LA Асе, А}, E 

{Аек Atli r 4.) 

定义 3 和 征文 4 分 别 给 山 了 两 个 集 台 的 并 集 与 详 集 袜 念 ， 
同样 我 们 也 可 以 定义 有 有 限 儿 个 尝 合 ， 以 及 任意 多 个 集 台 的 并 集 
ЗТ, 

设 4, 2,5,4, 是 # 个 集合 ， 用 这 s 个 集合 的 所 有 元 
素 给 成 的 新 集合， 称 为 Ap An --, A, 的 并 集 ， 记 作 


Ua, 


#1 


ш UAir HERA k, 1а, 使 xE ЛЕ}. 
用 上 述 ”个 集合 所 共有 的 元 崇 组 成 的 新 集合 , RHA, 
A ЭХЕ, 记 作 
Na, 


ш ае | 对 每 个 上 па, W# x€ AQ. 


(4). 56 是 任意 和 集 族 ， 用 这 个 集 族 中 的 一 切 A, KEA 
ЛЖ Ш, PARR Ahen BIR, WIE 
YA, 或 简 记 为 UA 
ЕП ЧА, = 4х | 存在 | € D, 使 хЄ Л}, 


用 这 个 集 艾 中 的 一 切 А, 所 共有 的 元 素 组 成 的 新 集合 ， 称 
МЯК Ahes 的 交集 ， 记 作 
A 或 简 记 为 ПА, 


即 NAi H acD, WA <€ A. 


特别 地 ， 设 А, А, ++, 一列 集 合 ， HHI REHA 
集 分 别 记 作 


由 并 集 与 交集 定义 可 知 ， 

O WEA x 属于 一 些 集合 中 的 基 个 党 合 ， 则 知 x 必 属 
于 这 些 集合 的 并 集 : KZ, WEA x 属于 一 些 集合 的 并 集 , HI 
知 x 必 殖 省 属于 这 些 集 合 中 和 的 某 一 个 集合 ， 

ЖЕ x 属于 一 些 集 合 的 并 集 ， 只 须 证 明 x 属于 这 些 集合 
中 的 某 个 集合 ， | 

KE x 不 属于 一 些 集 合 的 并 集 ， 只 须 证明 x 不 属于 这 些 
集合 的 每 个 集合 ， 

DMEM x 属于 一 些 集合 的 每 个 集合 ， 出 知 < 必 属 于 这 
ШВЕЯ, 反之 ， 如 已 知 x 属于 一 些 集合 药 交 集 , 则 知 x 
必 局 于 这 些 集 合 的 每 个 集合 . 

ЖШ x 属于 一 些 集合 的 交集 ， 只 须 证 明 x 属 证 这 些 集合 
的 等 个 集合 。 

ë 


ЖШ < 不 属于 一 些 集合 的 变 集 ， 只 须 证 明 x 不 属于 这 些 
集合 中 的 某 个 集合 ， КО 

© tem ӘР” ER MIAA AEAII TE E 
是 参加 “ 交 ” 运 算 的 每 个 集合 的 子 集 . ЫШ, {Ahes 是 一 集 
Ж. MHES e€ D, HA 


; = |0,1) G=1,2, 7), MH 
#110 设 A; * [0,21) (2=1,2 ш 


аз Сасан, т Да) 


i=j 


证 明 (1) 只 须 证 明 |)4сс0,1) Н) Ауэс0,1). 


了 一 
і =! 1 


= É <€ Ја, НЕЕ НАСОСА Ст), Їй 


10,1 ПЫ 80,1), # 
xE 4o= |, 1). 因为 |0， }=со, 0), ЯТЬ x 


і, 


24,9-00,1), 


! (Ta 


Er W xE), Bl хє 10.1) = A. KA Ас 


Ја, 所 以 xC Ua, Ж ()дәго,1). 


=L 


i=) i=l 


综 上 得 证 U А;= 60,1), 


i=l 


f eeeC R - brereC e o GL III 


(2) 只 须 证 明 Nas [0 Ha ле 0.2). 


i=l 


Ech 8 хс (А, 由 交集 定义 对 每 个 i (<<<) li 


r=] 


хед [0 工 ), 于 是 cE Aloh (е 0,2). 


ta 


жож & <€ (0,21), р 01, Иа 


Сту ОНД <, MERGA i Ст) EH хє |0,1) 


-As заняв хє (la, к(а (0,2). 


[E= 


вяне (YA, = [02). 


i=] 
А ={- 1 lj) (я=1,2,'® 
an #А„={-1,4) (x=1,2,…)， 则 


(A UA = LD, (2) [\4„={0). 


证 明 (1) 这 是 显然 的 。 
(2) жен W xh E х0, ФИ x 二 0， 


于 是 有 з 0-х, ИП х& (- 262) = An 从 而 有 
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sE Па. k |4. =(0}, 


жож W х©Є40}, BW =0， 于 是 对 任意 л. БВ xE 
[-L,+)= A, 内 而 x € (Ла, ж (4,240. 


综 上 得 证 | JA = (0). 
例 12 Wr A,= (0-1,9) (n=1,2,-.), MM) 


(1) LJA.= (0,0), (25 ЦаА,= Ф. 


证 明 (1) ZSE W хС|{ JA, 存在 m 使 xE А, = 
《和 一 1,2,2, 显然 (m —1, m] S0, со), ЖЄ (0, ео), Pr 
пс, 

дож ÚW хс (0, со). M 0<х<оо, TEFE т, {8 


т-1< хт, B x€ (m-i m] = Anh ЈА,, тудо. 


(2) жэ. АЯШ СА. RERE. H 
任 取 一 自然 数 t, ШО (А-1, А) П (6, 4+1) = ó, 从 而 


Пас é се “5” BABER Z EXER), 


i ={-1-4. М\ („-1,э,... 
#15 Ж А„={-1-4, 1+4) (1,2,5), M 


С\л„=с- 1,1], 


=] 


证 明 ZSE F xel-1, 1), 基 x 之 -1 或 1<x, t 


1 <x。 则 有 使 1+ <x, FE xé А, ВИ xé 门 4 


s=1 


(с-а, 1, 同 再 可 证 << - 1 роя (АС 11]. 


mt 12] 


Бә 设 хЄК—1,11,Ш -1<х<1, ШУРА л, 


有 хє{- 1 -1,1+1) = А„, Аи <€ Па, (а= 
É — 1,12, 

ЖЛ ЖАШ ЖИИ, ЖШ ЕЕ ИЕ ШУБЕ 
ҮКА, БИШ 


AUBNC 

ERME GA 
(AUB ПС 

则 表示 先 计算 4UB, 然 后 再 求 它 和 C 的 交 ， 着 添加 括号 为 
AU (BNC) 


则 表示 先 寺 算 ВГС, 然后 再 求 4 和 它 的 并 ,应 当 注意 , 一 般 来 
说 两 者 不 一 定 相 等 ， 即 
CAUBNC= AU (ВПС) 
未 必 兽 成 立 。 例 如 
A={a}, B= (6y, C= (y), Р={а,4У,Ш 
(AUB 0 C = (а, #0) = $ 
АЦ(ВПС) = (2) U ф = (а) 
АОВ Пр = 1а, 6) Па, 2) = {ау 
AUBAN D) = (YU é = а) 
定理 2 下列 诸 运算 律 成 立 ; 
12 


(1) ЖАЛ. AU B= BU A, 

(2) ЕВН. CAUD UC= AU0BUC)5 

(3) 次 的 次 换 律 ，ANMB= pn A 

(4) ZEAE: (ANBNC= An Bn C): 

《5 ) 并 交 分 配 律 ， AN (BU = (AGB 0 АПС); 
(6) НЕН, ЛОА= An A= А, 

(7) ZERE: AG (BU A= AD (ВГ А) = А, 

二 个 远东 二 的 证 法 骨 同 ， 只 就 〈5 ) УШЕН ЕТ: 
=з 六 хЄАПОВОС), Щй ШУЛ xEA B 

xERUC 青 由 并 集 定 义 有 xC A Н x€ B 或 xEC, 从 而 (出 

ЖЕЎ) 有 xE 4 站 3 хб ABC, TE (由 并 集 定义 ) 有 

хЄ (An Bp) U (АГПС), Н 

АПВОС) (АПВ ДАГ С) 
=з 车 xC(OAnB I UCADC M СЭРУ) # 
x€ АПВ 或 w€ An C. TE (НАЖА У) 有 x€ A НхЄВ 

或 x€ A Н x€C, AMA x€ A B <€ B 或 хЄС, ти 

(由 并 集 定义 ) 有 <€ 4 Н хе BUO ， 于 是 有 x€ Af 

(BUC) КЖ 

АП (BUC)2(4An B U (АГ C) 

综 上 得 证 | 

AN(BUC)= CANBDD UY (CANC) - 
HAER 
ANDOU (B 0 D= (AUB n (CU D) 

未 必 威 并。 事实 上 ， 有 有 
CAUBNCUD) = САЦА) ПСЈЦСАЦВУ NDI 
=(AnC) О (BNCOU CAnD U (Bn D) 

定理 3 E А,В,С Ki RS, Aleo 是 一 集 族 ， 风 
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(1) ANBCACALU 
(2) # ASC (aC D), Wl ЧАС; 
(3) 车 42C (c€ D), MBI Пес. 
证 明 (1) 这 是 明显 的 。 
(2) È x€ UA, Бе ХА a, € D, ## x€ A,,, 


ШАВА А.С, AW xEC, 于 是 得 证 
U4.EC 
(3) 设 xEc, 由 条 件 知 对 任意 аср, б x€ A, 
从 而 x€ NA 于 是 得 证 
NA2C 
定理 4 RAEE, (Atan {Bejer 是 二 集 族 ， 则 


(1) у СА, ОВ) = (U A) U CUB) 
z 
(2) ANUBO = UCAN В; 
(3) UAN BD = (UA) N UB). 
т | 
证 明 (1) Z236 设 x€ UC(A,.U5) , НЕ S S 
#a€ E, ДЄР # xC A,UB5,. 车 x€ An ШЕ AaS U A, 
(参与 “并 ”运算 的 任 一 集 都 是 该 并 ЕЮ T 3) ， 从 而 有 
xE U dd, 显然 更 有 лХЄ (1А) U (UB) ; # x€ Bo， 由 于 
B, U B, AREA x€ UBS A) U СОВ), ЕЖЕ ЫБ. 
E24 Ú <€ (UAD)U(UB),# x 人 UA,， 则 由 并 和 集 
定义 应 有 a C€ E Ж хс, МЕНШЖ LEF, H x€ A, U В? 
于 是 有 xC U AUB) , НАЕ x€ UB, bA <€ U 
(4.0 В,), ETE, 
(2) ЖСН È x€ An .UB5),BlxC 4 Н хє UB, 
从 而 有 ACF ШМ хсА B x€ B... Ш <E4nB， 于 是 有 
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x€ JANB), EESK., 

Моң W xC€CUCAnB5 TH B'E Е, xE An B. 
加 为 Boc UB, MDA x€ An tU В), SETA., 

(3) ZSA 设 pg (U АЛА) ПСОВ, АРЕ UAR 

фе UB, Él p€ A,(aC Е)нў PEBE F). 所 以 对 任意 a € E, 
PEF 恒 有 Рё A, B, Tk РЕ UCA, ПВр. 

мәә 设 PFU (CA,N Be), 即 对 任意 ас E, PEF Н 
РЕА, ПВ, АЯ РЄ А.а Es p4 BEE, TRA РФ U 
A, R PE UB, 上 故 有 PECUADN (CUB,), 


四 、 差 集 与 补 集 


定义 5 设 AB 是 二 集合 ， 只 由 属于 4 而 不 属于 了 B 的 元 
素 组 成 的 新 集合 ， 称 为 了 关于 的 差 集 ， 记 作 
A-B а ANB 
В 4-В={х |х А HxB) 
出 差 集 定义 可 知 : 
(D Жш хсА-В, RIER >€ À 日 x€ P. 
КШ xA В, НАТЕ хб А 或 xEANB. 
© ”对 任意 二 集合 AB, ER 
A-B A, (А-В)ШЫВО А (@ 1—2(4)(Ь)), 
(4A—-—B)yUB= АЦВ, 4- В=4- (АПВ), 
特别 地 ， 当 An B= ф 时 , 则 有 4-В= А (图 1 一 2(c))， 
但 一 般 说 来 ，(4 -UB= А RERE. ЖЕ, AAE 
(4- ByUB= A 的 充 要 条 件 是 4A 二 8 (图 1 一 2(d))， 
很 明显 ， 当 АЛОВ hj, ВЖРАЙЈ ‘H 运算 将 有 些 特 
殊 性 质 ， 下 面 就 此 特殊 情 洗 做 进一步 的 讨论 ， 
定义 6 W AB 是 二 集合 且 A2B, Wp BATA 
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(с) td} 
1—2 
集 为 了 关 于 4 的 补 集 ， 记 作 


2 B | 
И е „В={х | AƏB, x€ A-B} JRE | 
PiB={x | AƏB,xC A H x¢B} 

如 已 明确 问题 是 在 某 集 合 ? 上 讨论 ， 若 定义 中 的 A 等 于 
“ 时， 在 不 致 发 生 混淆 情况 下 ， 多 =B 可 简 记 为 VB, 且 简 称 为 
ВЕЖА, 

由 差 集 与 补 集 的 定义 可 知 ，“ 补 ”运算 是 “ 差 ”运算 的 特 
珠 情 形 。 所 以 “ 差 ” 的 运算 人 性质 对 于 “ 补 ” 运 算 自 然 成 立 。 

定理 5 

(1) #$5= ó, # @ = $; 

(2) АШеА=5,‚ Ang A= 9. 


证 明 (1) 这 是 显然 的 ， 
(2) ЖШ AU z A=5. 

EZH W AZS Н #.A— 5, Ami ДИЗ AU 
7 ASS, 

TPA И хЄ5,# EAMA EAU Z А, хе А, 
H xE 3 H хи, ЩИТ МИ хее А, MAER <€ A 
UFA W AUZAZS, 

KEJNFA=¢.,. KRAMERA FA 没有 公共 元 素 ， 

事实 车， 车 xC 4， 则 由 补 集 定义 知 xes- A= РА (或 
x€ #@A=5- AM =Z ,于 是 得 证 АП e А=<@, 

ESZ (2) 说 明 ， 对 于 了 的 任意 子 集 4， S 中 的 元 
素 必 属于 4 与 多 A 之 一 ， 且 仅 属 于 二 者 之 一 . 

定理 6 

(1) ATB HAERE 2 AƏ €B, 

(2) (#4) – A, 

(3) A-B- ANFB, 

证 明 (1) 必要 性 已 知 АСВ, РАЯ В, 

设 хсеВ, xB, Н ASB, ШТ xed JAWI x € 
A TEHE # AƏ B. 

充分 性 &ш 多 人 4 多 了 往 证 ASB, 

设 EAM Z GA, A ғ A22B5,. хе @ В, 从 而 
x 七 B, 得 证 ASB, 

(2) ЕСФ W хбе(ег А), Wreg А, Дх А, 
得 证 左 生 有， 

жож PEA WM xE FA FJ. x€ @ (# A. ИЕА 
2#. 

(3) ZSA R x€ A-B, M >€ A Н xëB, ШШ 
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xC 4 H хСЕВ, М xC A 68. жс, 
#2># 设 xC A02B,W x€ АН x€ ВШ <€ AH. 
x B, М x€ 4A- В, дә, 

定理 6 之 《1) 说 明 ， 二 集 间 的 包 售 关系 恰好 与 它们 的 补 
集 间 的 包含 关系 相反 ; (2) 说 明 对 一 个 集合 取 画 次 “ 补 ” 送 
算 后 还 原 为 该 集合 ， (5) 说明， 二 集 间 的 “ 差 ” 运 算 可 用 相 

йу “ЗД” ЗАЯ КЕ. AmE “з” але ы “Ж” W 
T ХЕЕЕ НЫ ЖУН “Ж” ШЕЛ ДШ Pa ЖЕЛЕ ГЫ] И ГЕРИ НЕ 
带 来 方 使， 
定理 7 GERARO Б AB ДУ. {А}, 是 一 
ЖЖ, WH 
(1) ?(А0ВЮ-ғАПЕВ, F(ANB)= FAU е В; 
(2) @¿(UA) = NPAs # (14) = U ë An 
(并 的 补 - 补 的 交 ) ( 交 的 补 = КАЛЕ» 

ШЕВА РІШЕН ГАСУ (2) 的 第 二 式 为 例 。 

ESH W x€ (04), ИЖ ЕЯА Н x ПА T 
有 EE 使 x€ A, (车 对 任意 aC E, PA xC A, WE 
x€ ñA. ЖЕ) ， 从 而 x 多 A 所 以 xE U ФА, {ШС 
£. 

A2 BE UPA, НР X. at € EEE gAn, 
АШ xé A,, TEHER EA BA xe NA, WE 
EFENA). REZ ОД. 

定理 了 给 出 的 等 式 : 

并 的 补 二 补 的 奖 ， 变 的 补 一 补 的 并 提供 了 一 种 “% 8 3; 
法 ”， 它 能 将 己 证 明 的 关于 集合 的 某 种 性 质 转 移 到 它们 的 补 集 


* De Morgan 公式 。 
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上 上去， 在 以 后 的 学 习 中 将 会 看 到 这 样 的 例子 ， 


习 题 
1. kr di = (0,12 (б = l,2, +'+)› H] 


(1) LJ 4: = 0 eo); (2) Па = 0.3. 


i=j = | 


2, RE (1) у) оосо NEER 


к=] n=l 


3. WE AUOD = (AUDACO, H 3 — i 

(АПС U (B YD AR (АОВ) NA (CUD) 
HAF. 

4. WEU- д U5= A HEXA АВ, 

5, (1) AZTBZS W S= BU # : A, 
(2) E.T ЕГФ, ME 

Т= (ТПВ UTN gE; E= (ЕПТ) (EN Т), 

6. Wak i, 14,518. БЕС], Mu 


(1) U (AUB) -(U A, )u( в.) 


(2) U (AUB) 三 ( Ü ааа) 


r= | =i 


(3) АП (U2) (A BO, 


=] =] 


7, ТЕЙ НЧА ш >ф}= U Е 1221, 
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8. {ОЖ га, Б БЕЗИНЕ, ШУНА c, 有 


ау, PORE 
{z| 人》 теа} = (rls о? 六 w+ 二 
E= | 
9, Cl? (G-E PUG -E = CG (E ПЕ); 
(25 G-E Y Y (G Ep =G + (EI UE. 
10. а E . E, Ж, Д. FE GG, M 


52 集合 的 基数 


一 、 比 较 集 合 中 元 于 多 少 的 方法 


当 我 们 不 考虑 集合 中 元 素 的 性 质 而 抽象 地 研究 集合 时 ， 集 
合 中 所 食 元 索 的 多 少 应 该 是 一 个 最 基本 的 概念 . da rh N 
只 精子 组 成 的 集合 ， 和 一 个 由 八 本 上 书 组 成 的 集合 ， 当 然 基 两 个 
不 同 的 集合 .但 是 当 我 们 不 去 计较 它们 的 元 素 Ga TD 的 
具体 属性 时 ， 则 有 一 点 超 是 共同 的， 邑 它们 的 元 素 个 数 相间 ， 
部 是 由 八 个 元 素 组 成 的 集合 。 而 一 个 由 八 只 椅子 给 成 的 集合 与 
田 一 个 由 六 只 椅子 组 成 的 集合 ， 虽 然 它们 都 是 由 椅子 组 成 的 集 
合 ， 但 它们 的 元 素 个 数 却 不 相同 ， 训 砚 抽 锭 地 研究 集合 时 ， 集 
合 中 所 含 元 素 的 多 少 则 是 一 个 集合 的 非常 值得 重视 的 属性 ， 

对 于 两 个 月 限 集合 ， 我 们 要 比较 它们 所 含 元 素 的 多 少时 ， 
一 般 可 有 两 种 方法 。 例 如， 我 们 要 考察 某 教 室 中 的 棒子 和 桌子 
的 个 数 是 否 相 等 ， 若 不 相等 究竟 哪个 多 时 ， 显 然 我 们 可 以 用 通 
常 的 方法 ， 把 椅子 和 琳 子 分 别 的 数 一 下 就 能 得 出 结果 来 了 ， 但 
也 外 以 采取 男 娄 一 种 方法 ， 比 如 我 们 可 以 把 一 具 精 子 恰好 配 上 
一 张 宋 了， 这 样 一 - 配对 之 后 ， 如 果 还 有 有 榜 子 再 没有 桌子 与 它 
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Кх, KARAAT TERTE. 反之， 如果 还 和 有 二子 而 再 没 
有 梅子 和 它 配 对 ， 就 是 桌子 比 搞 子 多 了 如 果 椅 子 和 果子 刚好 
者 一 一 的 配 成 了 对 ， 当 然 这 就 是 说 二 者 的 个 数 是 相等 的 ， 

我 们 不 妨 拒 前 一 种 方法 称 作 “ 分 别 数 数 法 ”， 后 一 种 方法 
称 作 “一 一 配对 法 ”。 当 比较 两 个 有 限 集 的 元 素 个 数 的 多 小 
时 ， 上 述 两 种 方法 显然 都 是 行 之 有 效 的 ， 但 对 两 个 无 限 集合 来 
人 说， 得 用 “分 别 孝 数 法 ”显然 就 不 行 了 ， 但 仍 可 用 “一 一 瑟 对 
法 ”来 解决 问题 ， 因 此 我 们 将 在 下 一 段 里 进一步 深入 地 讨论 这 
种 方法 ， 


=. W E DAN 


TUE АЕ ДАМА ЖЛЕ О 都 是 无 限 
集合 ,如 果 要 间 这 两 个 集合 的 元 素 哪 个 多 ? 人 们 往往 会 浣 宜 观 
жї О 的 元 素 比 NN 的 元 素 多 的 问答 ， 因 为 自然 数 是 有 理 
数 ， 而 有 理 数 不 一 定 是 自然 数 ， 事 实 上 上 ， 车 用 “一 一 了 配对 法 ” 
来 比较 它们 所 售 元 素 的 多 少时 ， 就 会 发 现 其 结果 并 非 如 此 为 
了 更 深刻 地 讨论 这 类 问题 ， 我 们 将 把 “一 一 配对 法 ”描述 为 一 
般 的 数学 形式 ， 为 此 先 把 函数 概念 如 以 推广 . 

定义 1 W А.В 是 二 非 空 集合 ; 是 А,В р 
个 对 应 法 则 ， 如 果 对 任 一 aE А, 依 对 应 法 则 f 在 B 中 有 了 唯一 
确定 的 元 素 b 与 a 相对 应 ， 则 | 

(1) 称 对 应 法 则 / 为 定义 在 4 上 而 在 睛 中 取 象 ( 值 ) 的 
单 值 映 射 〈 简 称 映射 ) ， 记 作 
J:4——B, a |è (аЄ А, РЕ В) 
АЮВ f 的 原 象 域 СЕ) ，3 为 三 的 象 域 ( 值 域 ) 
(2) 依照 映射 f， 著 了 中 的 5 与 4 中 的 а ЗУУ, WW 
称 5 汶 a 的 象 ( 值 ) 点 ， 记 作 
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fia) = 
此 时 称 a 为 f(a) = 的 不 象 ( 定 义 ) 点 ， 
显然 象 域 中 的 元 素 未 必 都 有 原 象 点 ， 而 原 象 域 中 的 不 同 死 
素 可 能 有 相同 的 象 点 。 
定义 2 @/:А——эВ, а|— (а) =h, ШГ АДА 
RRE BARRARE, ШШ 
(1) 如 果 象 点 全 体 组 成 的 集合 CASTS 的 象 域 卫 ， 
Bp 
АА) = (feay| aG А} = В 
时 ， 则 称 六 为 “从 A 到 B 上 ”前 映射 (简称 满 射 . 
(2) 如 果 象 束 3 中 的 元 素 有 原 象 点 时 ， 原 象 反 必 是 唯一 
的 ， 则 称 了 为 “一 一 映射 ” (简称 单身 ， 
EX3 设 А-В, a |—f(a) = 8, Wl 
(1) ЖР BERRES ШК / 为 “一 一 到 
上 ”的 映射 〈 简 称 双 射 ) ， 
(2) ТРАН, HEEB, ДУҢ W 2C A 使 
ё = (а), 从 而 我 们 可 以 定义 一 个 从 8B ж АКИ. ШАҢ Е— 
= 了 (a) EB, 令 a 与 上 相对 应 ， 称 此 映射 为 的 道 映射 记 
作 
FB yA, Bl yi) =a 
мМ Еже хня, E /4 一 >B 是 双 射 ,显然 广 ':B 一 >A 
也 是 双 射 。 
RUFAA t ЫА АЖ. ET ДШ ЖАБАЙ 
定义 如 下 ; 
设 f:A— >B, х|—э/{х), Z:B—>C, yi-—?80), 对 
f—= € A, 2 
(2°) (x) = gC) 


АХА АРС By— Wk EAA / 和 & 的 复合 映 
射 ， 记 作 
gf АЭС, x| —— g (f (x)) 


=. ЖЕН 


定义 4 设 AB 是 二 集合 ， 若 А,В 加 不 在 一 个 双 射 
f; ⁄4--—B, s| ——f(a) = 65 
ШАУ ВУ, ИНЕ 
A-B 
由 对 等 定义 司 知 ， 
@ 欲 证 二 集合 对 等 ， 只 须 在 两 个 集合 间 和 攀 渴 嘲 一 个 双 
87. 
© A~B 与 A=B 有 本 质 的 不 同 ， 显 然 A=B 必 有 А 
~B, [E A—B 却 未 必 有 A= B, ЬШ 
A=(1,3,5, 7,91, В={2, 4, 6,8,10} 
ЧФ 
fid——B, a|=—_ (a) =а+1 
时 则 /显然 是 双 射 ， 故 А-В, 但 АВ, 
例 1 设 有 4 是 一 集合 ， 对 性 ~ 一 aE A. 2 a 与 其 自身 相对 
应 ， 显 然 这 种 对 应 法 则 是 从 有 4 到 所 的 一 个 上 蜡 射 ， 记 作 
D A-A, a |-> la) =a 
称 此 映射 为 恒 等 遇 射 ， 很 明显 恒 等 瑞 射 工 既是 满 射 义 是 单 射 ， 
从 而 是 双 射 。 故 任意 集 44 必 与 其 自身 对 等 。 
例 2 [0,17—С0,101. 
ЯНЕШЕ 
f:C0,13——>C0, 10), x| —f() = 10x 
则 f ARI. 


先 证 了 是 满 射 . 由 消 射 定义 知 只 须 证 明 对 任意 yE 0,107, 
J 1р 5. 

事实 上 ， 对 任 一 >€ (0, 10), #80< у <10, М 0< 
J Eya 


fix) = 10x =y 
故 / EAN. 
次 证 / 是 单 射 。 由 单 射 定义 知 只 须 证 明 原 象 所 不同 象 所 
出 不 局 《或 象 点 相同 拓 象 点 亦 必 相同) ， 
ХИ ЕД х,х'Є (0,13, хх. HRA 
Рх) = 10х10х! = f (x') 
所 以 / 是 单 射 。 综 上 得 证 了 ERY. 


BREA (6) 08, xlo) = tgx 即 是 双 
W. 

4 设 N= (12,372. eh М,={2,4,6,+2л, зе}, 
ШО N—N,, | 

К №№, п|-—э/(л) = 29 即 是 双 射 ， 

RHR, РЕНН E, СА ВЕТЕНАТА 
йул Ж. ВТР АЕ ВЕНЕ DUM TR, {Н 
НЕЛИ ul Н, ЛАВЕ IS E BJ K A 338. а 
БЕ {ПИ ТЕ ВНЕ R Ж ASE А-г 
HF. BESTRETES ЗЬ АУУР R ЖИТ 
征 性 质 ， 

两 个 集合 对 等 。 依 “一 一 配对 法 ”的 观点 ， 这 就 意味 着 它 
位 有 “了 问 样 和 ”的 元 素 ， 而 无 眼 集 合 必 与 其 一 真子 集 对 等 ， 这 
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MARA Ju N ЖЕЕ ЕН—1АТЖН “MEE” Ж. AT 
符合 我 们 的 习惯 认识 ， 但 这 确 臣 事实， 因 之 在 我 们 讨论 万 限 集 
的 问题 时 ， 必 须 慎 重 ， 不 能 单 洗 直观 想象 而 轻易 的 给 出 论断 ， 

B5 设 5 是 一 集合 ，4 为 5 的 任 一 子 染 ， 作 5 上 的 函数 


_[1 3 x€ A 时 
fn ={0 s Ye f- ы 


ИС В f CG) ATE ARE EA R. 
EMETRE S ШАГЕ Е, Бок S HIA 
НЕ КРАЕ ра ЖООН АНУ рє ЖИЛЕ. PH 
М={А|А©$}, E- {fix)| АС) 


Ml M~E 

事实 上 ， 令 

Ф:М——›Е, А|——эФ{ А) = f (x) 
MUS p k у, 


对 任 一 fsGO Ce Б, f, GO 是 了 TIR B НУТС, 从 
而 B€ M, HE Ф(В) =Jja(x), 故 中 是 注射 ， 
HER А,Л'ЄМ B. А4", Д 


Фс абод (ЕЙ A @A ра) E д 


Ы AxA, BAR 
PDEA = а(х) fa (8) = PUA) 

к b 是 单 射 ， 

综 上 得 证 Ф ERS, 

ШЕ ЖОШ £S F {КЕ БИЛИУ, 

定理 1 

(1) A~A (BAE ; 

(2) 车 A-B, BA (对 称 性 ) ， 
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(3) 车 A—B, ВС, 4—C (传递 性 ) ， 

该 定理 焉 明 ， 对 等 关系 是 等 价 关系 ， 

凡 彼 此 对 等 的 集合 ， 我 们 说 它们 有 相同 的 基数 .集合 4 的 
基数 记 作 4 车 А-В. ASB ЖШШЕ. МОЕ А В, 
对 于 有 限 集 AB, BA A—B 的 充 要 条 件 是 它们 所 含 元 素 的 
ЛНА, МАЧА, АА Ж 的 个 
Ж, Тф =0. 

С Е ВЕЛ, Г ИЕНЕН 
Шоо ТАЕ, ЕЕ Ла BIS 3 
BEK. DEDI BD А, TIPS 63 3k 
程度 并 不 全 都 一 样 ， 因 此 我 们 需要 考虑 基数 间 的 大 小 问题 。 二 
集合 的 基数 “相等 ”已 经 给 出 了 定义 ， 下 面 进一步 讨论 两 集合 
基数 “不 等 ”的 情形 ， 

定义 5 E AB 是 二 集合 ,车 

(ü) 存在 集合 ССВ 使 4-С; 

(ii) A 与 了 不 对 等 . 

册 称 有 4 的 基数 小 于 B 的 基数 ， 记 作 
А<В 或 В>А 

所 亩 妇 与 了 不 对 等 是 指 4 与 了 间 不 存在 任何 双 射 ， 

很 明显 ， 上 述 基数 大 小 的 定义 确实 是 有 限 集合 的 元 素 个 数 
多 少 这 一 概念 的 推广 

定理 2 设 AB 是 二 集合 ,车 有 A 的 子 集 Л" 及 了 的 
ТЖ B*, 使 A~B* Н B— A*t, 4—8, 

这 一 定理 通常 称 为 信息 斯 地 (Betastein》y ЕШ, ТШЕН 
比较 复杂 ， 故 此 略 去 〈 可 参看 主要 参考 文献 [1 了 ， 

Жет A-3, А>В, А<ВҖЖИЕ Ау. 

证 明 ЕНШ, 
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ЖАЫ “©”, ШШ”, “ЖШ”, “ХА” R 


>] Rs 


. WIE (0,10) ~ (а, р), O D~ (0 еә), ' 
。 试 证 (一 1; 1) — (—cə, co) 。 
- WHE (0, D~ C0, 1]. 
ЗЕЕ аа, я: F BJ PCR ЮУ. 
5, ШЕВ REAM- ALE, R FEJA rR ОЕ 813548 Д 
上 的 点 所 作成 的 集合 是 对 等 的 ， 


= Б> PE eA 


5 可 列 集合 


自然 数 集合 
N={1,9,3, g, } 
显然 基 一 个 无 限 集 ， 实 际 上 它 是 所 有 无 限 集中 最 简单 的 一 个 ， 
但 它 在 无 限 集 中 却 占有 非常 重要 的 地 位 ， 

定义 1 几 与 自然 数 集合 和 对 等 的 集合 ， 骨 称 之 为 可 列 集 
€ (或 简称 可 列 集 ) ,可 列 集合 的 基数 称 为 可 到 基数 ， 记 作 4. 

由 可 列 集合 定 头 可 知 ， 

ERA АЕТ ИАЛ, ШАН N xFES, РАНЕ 
知 ， 有 4 中 元 素 必 能 和 自然 数 一 一 对 应 起 米 ， 若 ¿CG A Bi xC N 
对 应 ， 就 用 * 作为 a 的 下 标 ， 则 有 4 的 元 素 能 排列 成 无 限 序列 

[ao dd 时 арка) , (1) 的 形式 

反之 ， 若 44 的 元 素 能 排列 成 式 (1》 形 式 ， 当 令 有 4 中 元 素 
与 它 的 下 标 相 对 应 时 ， 暴 然 这 种 对 应 法 则 是 从 4 到 外 的 双 射 ， 
上 放 4~N, 从 而 4 是 可 列 集 。 所 以 可 列 集 就 是 它 的 元 束 能 排列 
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成 式 (1 形式 的 集合 ， 
下 面 一 些 集合 都 是 可 记 集 : 
UER E PETTE PELIT Ena PEIS: 
В={1,8,77,64, 82, 3 


= | А 3 з 15 иль 
` 1 > t 3 1 } 


р = {10,103 10%, 10, } 
Жз. MAHER IH 

f: N-—>A, s! ——f (и) = 58-1 

f: N-—>B, п |—эр, (в) = т? 


Г N 一 一 >， л | >f, {r} - 1 


Jà N-D, #l|—— w) =10" 
BRRR f. af BERS, Ал А, B CD ЖУМ, 
故 它们 都 是 可 列 集 。 
定理 1 FERRER 4 都 包 合 一 可 列子 集 ， 
证 明 HAERES, WW Аф. AA RER- Ж 记 
为 а, МАЖ, А Азба), Ж 有 -人 ae 和风。 于 是 
可 从 А-{а} 中 再 性 取 一 元 素 记 作 a, 显然 архе, H A- 
Vasa 0. RE БЕК, SIE Ar H T EDRR 
x 个 元 素 
ds day da (a C A, i=1,2,-', n) 
ШЕ АЕ, HE A- ias Syta ó , 从 而 可 从 
一人 be 77,2.) 
中 取 一 元 素 ws а... 自然 不 同 于 ao ao ty dn, AARRE 
法 ， 我 们 取 每 一 个 出 如 中 互 异 元 素 作 成 的 无 孔 序 列 
4589775877 О) WY аа) 


M) AF Laat, Z. y 是 可 列 集 且 ATA, TERI 
证 . 
定理 工 说 明 可 列 集 的 基数 ， 基 无 限 集 的 基数 中 之 最 小 的 . 
定理 2 可 列 集 的 任 得 无 限 子 集 仍 是 可 列 的 。 
证 明 1° 设 双 是 可 列 集 ， 于 是 4 的 元 素 可 排列 成 各 项 互 
异 的 无 限 序列 
2595778. Cj BJ аа) D 
2° ШЖ A 是 4 的 一 个 无 限 子 集 ， 则 因 A* рой 
EAKR, MU A 的 元 素 必 都 被 列 在 式 (1) P, Mm 
我 们 可 以 从 式 (1) 的 序列 中 把 А* йул Ж. ЕШ SH 
给 它们 编 上 新 下 标 ww … 【保持 原 下 标的 天 小 关系 ) ， 
因为 A* 是 上 4 的 无 限 子 集 ， 扩 以 在 新 下 标 中 不 可 能 有 最 
МЕЈ СИЛКТИ ль 则 A* 成 为 内 有 m, 个 元 素 的 有 
ШТ), РЖ A" KHARKAR A 
254550 p биха ХО 
于 是 知 A* 是 可 列 的 ， 定 埋 证 毕 . 
推论 1 ”任意 可 列 集 -除去 一 个 有 限 子 集 М, Miye 
A—M а. 
推论 2 їл АМЕ ЕТЕ A 是 至 多 可 列 的 ， 即 A* 
或 为 育 限 集 或 为 可 列 集 ， 
定理 3 АЧ, ВУНЕ, В АПЗ=ф, W 
АОВ. 
证 明 设 В=(2,,2,, ts Р, А={а,а t аш, з} ӘӘ 
时 асај). 
й 
АЦВ={#,,0,, 1, ёр, аа. а} 
我 们 按 下 述 规 则 把 АОВ 的 元 素 编 上 新 下 标 。 即 44U 3 的 
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每 个 ó, 的 下 标 不 变 ， 而 把 每 个 „ШРЕК А, TEH 
AUB={B 0, es Dk баа бъз б "Y 
A АПВ= 网， 故 在 上 述 雹 了 根 序列 中 ， 不 同 下 标 折 标志 的 元 素 
也 不 同 ， 于 是 AUB 是 可 列 集 ， 定 理 得 证 . 
定理 4 E A.B 皆 为 可 列 集 ， 且 АПВ= é, M AUB 
DATJE. 
证 明 P 
ASLA A 52, J) О) р. асад 
B= {Éis б, 5, 4 nak BF, boah) 
我 们 按 下 述 图 示 规 律 


4= (as #4, уйы, Ө} 


2 42 
B=15,, Š, 2" БА б а: 


显然 可 以 把 AUB жк 
AUB= {a By a, 5,7,0 B y (ID 

A nnB= 节 ,所 以 实际 上 式 (1) 已 说 明 AUB л НН 
列 成 各 项 互 异 的 无 眼 序列 了 。. 

事实 上 ， 当 把 式 (1 ) 中 a, 的 下 标 i {УШ 22-1, 6,0 
FERREL 27, HE a 和 5 Р 2, Ща (1) MERA 

AUB={ey cyt tn) СНА ЕВ, cacep) 
于 是 得 证 AUB пу], ЯЕ, 

推论 35 АИЙ, ВИШ ЫИ, W AUB 
仍 是 可 列 集 。 

证 明 令 B*=B-(ANB), Mü Ве 为 至 多 可 列 集 (推论 


2), Н АПВ = ф, AUB= АЦВ", 故 由 前 面 定理 向 AUB 
是 可 列 集 。 
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推论 4 设 4,, 4,,…, A。 Ж ГИНЕН НЕШЕ, W| ЈА, 


э] 


是 可 列 集 或 有 限 集 ， 且 如 至 少 有 一 个 A, KARRE W 
LJ A; 必 是 可 列 集 。 


证 上 明 БУНЕВ, 4 及 推论 3 即 得 证 . 
定理 5 W A, G= 1,2, '…) УИ, B. 4NA = 


$ GS, WJA 仍 是 可 列 集 ， 


证 明 El A (=1,2,*…) WEHTJE, WARA i， 可 
把 A; SHE 
А, = { 4, Ain Яу ат} (imik, TIE 
TEETER: 
A, = (41, 7944359) 
ОУ 
A,= (g; Agny Bg е 7 


+ 
A,= (ay, ву, ga, eres.) 


PUA 的 全 部 元 素 排列 成 各 项 互 异 的 无 限 序列 。 即 


1 三 ] 


U А; = {as 4», fys 01) йу йуу e} 


i=] 


从 而 得 证 ( ЈА, 是 可 列 集 , 


imi 
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推论 5 W A; (2=1,2, отр, 则 UJ А, HE 


TAR. 
ШЕУ ЖЫЯ ИБ, ШЕН AG=1,2, 9 PRR 
的 元 素 ， 仅 留 下 趟 先 出 现 者 余 丝 去 控 。 为 此 ， 邻 
A*= A 
A*= A, - А, 
A= А, (A,U A) 


A= A - (UJ A ) 
і=1 


显然 每 个 At 都 是 至 多 可 列 的 ， 县 A*,= A, 可 列 ; 特别 的 有 


Аж ПА $$ Gj), U 4- -Ua 


又 因 A= Asela, 所 以 (| 4x 不 可 能 是 有 限 集 . 


i 二 | i=j 


5—78, ЖАР As, 都 是 可 列 集 ， 则 由 定理 5 知 


ЈА* 是 可 列 集 ， 如 果 有 某 些 A, RERA, WBRA" 


i=j i=] 


可 视 作 一 个 可 列 集 的 无 限 子 集 , 仍 是 可 列 集 , 从 而 得 证 | ] А, Ж 


TAR 
定理 6 AMARO ETIR, 
证 明 我 们 用 0", О ”分 别 表 示 正 有 理 数 售 和 负 有 理 数 
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Ж, BRA 
Q"—0-, H 0=0+10- 0405, 
所 以 只 须 证 得 0+ 或 0- 是 可 列 集 ， 
因为 每 个 有 理 数 + 都 可 写成 既 约 分 数 的 形式 


r= Ë (42>0) 
4 
故 令 
А„= |>, _?_, З т =) (m = 1, 2, +} 
" m m т 


显然 对 每 个 固定 的 m, A. 是 一 可 列 集 ， 特 别 有 0:= | ЈА, T 
是 由 推论 5 知 @ ”是 可 列 集 ， 从 面 O ”也 是 可 列 集 ， 从 而 
0=0*060-040у 

是 可 列 集 ， 定 理 得 证 . 

有 有 理 数 集 可 列 及 其 在 实数 集中 稠密 等 性 质 非常 于 要 ， 读 者 
应 特别 注意 ， 

定理 7 设 和 集合 4 中 的 元 宕 都 可 用 有 限 宪 个 自然 数 作 贱 的 
ОМ) 数组 来 标号 ， 即 4 由 的 每 个 元 袁 都 可 写成 


2115 n2 Мы fk 


的 形式 。 这 里 torp w, я, @ АҢ ЮЙ, ё 可 以 是 任意 自然 
数 ， 则 4 是 有 限 集 或 可 列 集 ， 

证 明 证 明 较 复 染 在 此 从 略 ， 我 们 将 在 本 章 学 习 戎 考 部 分 
中 给 出 它 的 证 明 ， | 

关于 定理 7 应 注意 下 述 问题 

中 ”定理 的 条 件 要 求 : 用 来 标号 的 两 个 目 然 数组 ， 尽 管 它 
们 记 含 的 自然 数 相同 ， 倡 其 排列 先后 次 序 不 同时 ， 则 认 和 你 是 两 
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个 不 局 的 数组 ， 即 它们 所 标号 的 元 素 是 不 同 的 ， 例 如 2. Ж 
№) Р Gnn 

D ”虽然 用 来 标号 的 自然 数组 中 所 含 自然 数 的 个 数 必 可 
以 是 任意 正 整数 ， 而 且 对 于 不 同 的 元 素 £ 还 可 以 不 同 ,但 是 却 
WAE {КАК ЖЕНИ ЯНЫ Ж i И АЖ. AR Ср, оу, ан т) 
这 样 的 由 无 限 多 个 自然 数组 成 的 数组 是 不 能 用 来 标号 的 . 

(D 虽然 用 米 标 导 的 自然 数组 tw, o zt 中 的 任 一 天 可 
以 是 任意 的 自然 数 ， 但 对 每 个 : 并 不 要 求 s, ЯО РРБ 
Н, 

O EET EZAR ТЗ, ERA, Шо тли 


8 、 比 如 以 定理 5 为 例 ， 只 须 注意 到 | JA, Ф а„„(А„ 
"二 | 
中 的 第 * 个 元 素 ) 事实 上 是 由 两 个 自然 数 m 和 s 来 标号 的 
就 可 以 了 。 
习 题 

1、 证 上 明 吾 石上 和 三 维 空间 中 举 标 为 有 理 数 的 点 组 成 的 集合 都 是 可 

3。 直线 上 巨 不 相 变 的 开 区 间 组 成 的 开 区 闻 族 蚌 至 多 可 列 族 ， 

3. PEKANTE S SLR D R 35 SE s IIRA. 

4。 直 线 上 以 有 理 点 为 心 ， Af PEBE 246 A FE] 31 kk КДЕ 

， 直 线 上 以 有 至 点 为 喘 点 的 所 有 开 区 间 组 成 的 族 是 可 列 族 。 


9. ЖАБРА, АВТ СТЛ ВЕ Е Ор, 
7, Br3 = 3 f ИЙ ЖЕТ З НАТ АЖЕН ЭИ, 


34 不 可 列 集合 


在 2 中 我 们 虽然 讨论 了 基数 的 天 小 关系 ， 但 却 没有 证 明 进 
确实 存在 着 基数 不 相等 的 无 限 集 的 问题 。 而 在 $3 中 我 们 又 证 明 
Т {ЕЗЕНШ БАКА ЕНИ НЕЕ Бш ЕЛ ЛЖ, B Et 
AERA RHG., RAR — phina, МЫН А ТЭН 
大概 于 有 无 限 集 都 将 是 可 列 的 。 本 节 的 主要 内 容 就 是 要 用 具体 
事例 来 说 明 这 种 猜想 完全 不 符合 事实 . 

定理 1 KECO DEARA FE, 

ШЕВА CRIED PERDR, RECO 11y] 
集 (ERO 1 不 会 是 有 限 集 》 ， 从 而 [0, 了 的 全 部 点 能 排列 成 
两 本 互 异 的 无 限 序列 ， 即 可 写 为 

С0,1] = (x, x, yx) G, xde) (1) 

Т3 28. AW. RAMA, 11% ң—д. EE 
不 等 于 式 (1) ЖАНАА, АН Р ЈЕ HE 3 
找 所 求 的 点 . 


在 [0, 攻 内 部 取 闭 区 间 ,使 的 长 度 11. | < 二 而 且 使 
х,@1, (显然 这 样 的 T 能 够 取 到 ) ， 然 后 我 们 再 在 L ARK 
一 闭 区 间 Ts 使 | 1,l<—— B x, 1, BREER x. € L. 


重复 上 述 作 法 ， Ж ЗН ВН Г а] ГГ, I, 满足 


(D L222; 
КО < В хаб, (йЁ=1,2,+=,л), 


则 显然 在 IL 内 部 可 取 到 闭 区 间 Jo 使 
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(Н | < ВА Xari E Tat 


于 是 我 们 取得 了 一 个 痕 区 柯 套 ， 
(ü LƏLƏ 722"; 


i 


Gb | < 


В. x, £ I, (# = 1, 2, Ө), 


因为 -5 一 0 (aoo), АШ |L|->0G-=eo), БОН ЕИ 


中 著名 的 闭 区 间 套 定理 知 , 必 有 一 点 а 属于 所 有 的 闲 区 闻 Ї„. 

显然 аЄ (0,12, КШ ИЯ а 将 是 无 限 序列 式 〈1 ) 中 
的 某 一 点 ， 即 必 行 在 m 使 а=х„ {НЩ 1. 的 取 法 则 有 a= 
Saim ZAA a 属于 所 有 的 L, AFH. СО, DPR 
集 。 

定义 1 只 与 人 0， 圈 对 等 的 集合 称 为 连续 集 ， 连 续集 的 基 
数 称 六 连续 基数 ， 记 作 с. 

推论 1 * 为 连续 基数 ，? 为 可 列 基 数 ， 则 грм, 

证 明 ”由 基数 的 大 小 定义 可 知 ， 具 须 证 明 C[0，1j 有 可 列子 
集 且 [0 ，12 与 可 列 集 不 对 等 。 

FEE HEMIA OPETH, M CO, 1) 
ЕЕ Ус 

5-58, C0, 1) 有 子 集 


1 | 
Е={1,1, ч? mE, ~) 


ЗТ ЗЗР НОЕ ЈАНЕ, TEEM СО, 1) Ж 
ЖЕЖ, {ҢЕЖ НЫ (0, 12 对 等 , MMR САА 
定义 知 育 
£ = C0, 1 >Ë = g 
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引 理 1 t {A Yans В EZE АЕ 
G) 对 任意 ласи, A A, A= $, В.П Ва = ó, 
(ii) 对 任意 n€ N, 有 A,— By 


则 
Ü а-в. 
证 明 Е 4,—B, (2=1,2, 4), МЕТЕ 
双 射 fe AB, {л = 1, 2, ә» 
ТЕШ 97 


f: А=| } A| jB 


使 当 xE A, 时 ， ЛО) sfa) G= 1,2,5), Л ДЫ A= 


U A, 到 B= (jB. HRH. 


+= 


WKE, X12685, Е m 使 РСВ, 因为 A,,—B5,,, 
БОН EAn 使 f. (2) =, TEH / 定义 知 有 4€ À H Ча) 
SJal) =h, J f 是 满 射 。 

另 一 方面 , 设 任意 4а Є А, ааа, WE лл 使 aC A,,, 
а'Є Am, 

当 жел! BF, Л] SD =} (а) = bE В, S) =}, (а) = 
D'E В, В. ПВ. = Ф, ЭТЕ /(ау = 2а = }(а'), 

当 m=# В, W S =, (4) = СВ, а) f< (a= 
DE Bu 但 f. ЖН, B аа, ЖН 

f (a) = }.,(9) ДХ) = f(a") 
总 之 f ЖАЎ], 
综 上 知 / 是 双 射 ， 于 是 定理 得 证 。 
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定理 2 KARERE, MM 为 有 限 集 或 可 列 集 , 则 (AUM) 
~ À. 

对 此 定理 前 证 明 思 路 先 作 一 点 分 析 ， 若 ADAM 结论 显然 
R. ВЕЕ АФЖ TE E СЕО M)— E, 由 图 1 一 3 
不 难看 出 问题 就 得 到 了 解决 。 为 了 使 4 的 子 集 E H (EUM) 
“БИ ЕШ, ЖМ E Ж ЫРУ, ШНА E J. 
可 列 集 就 能 满足 要 求 ， 


图 1 一 3 


证 明 1° 车 ADM 显然 结论 成 立 . 否 出 不 妨 先 就 4 站 六 
= $ НЕШ. 

因 二 是 无 根 集 ， 故 由 83 定理 2 知 A 必 有 可 列子 集 E, $ 

А-Е=р 

于 是 有 

A=DUE, B AUM=DUEU Му 
站 为 D— D, ЕЦМ--Е, XA Dñ E= 4, рг (EU Му= ф 
(РСА, Añ M= ф), 
TERS 1 ЖДИ 

AUM=DUtdEU My—DIJE=A 

2° ЖШ АПМаф, $ M*= M- А, а M* RAME 

ап) ЭМ, E 
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АГ М* = é, AUM= AU M* 
于 是 由 1° 得 
AUM= А М* ~ А 
综 上 定理 证 毕 ， 
定理 5 设 了 是 一 个 不 可 列 无 限 集 ， 寻 是 了 的 有 限 子 集 或 
可 列子 集 ， 则 
S- Ms 
证 明 TAXE A-S- M 不 是 有 限 集 (否则 S=AUM 
将 是 至 多 可 列 集 了 ) ， 故 A 是 无 限 集 ， 于 是 由 定理 2 有 
f= A MA=$ М 
推论 2- 开 区 间 (0, 1) 的 基数 也 是 连续 基数 с. 
推论 3 上 凡 无 限 储 必 会 有 一 个 和 它 自身 对 等 的 真子 集 ， 
ШН REKEM? 和 上 述 定理 知 ， 从 无 限 集 4 中 除去 
一 个 任意 有 限 子 集 M, EA 
А-—-А-м 
故 无 限 集 必 含 有 和 它 自身 对 等 的 直子 集 ， 
定理 4 ”实数 集 是 不 可 列 的 ， 用 它 的 基数 是 连续 基数 с, 
证 明 ”由 推论 2 知 ， 只 人 须 证 明 (0; 了 一 (- о, o)， 为 此 只 
须 作 映 射 


f: @,)—э(-оо,оо), х] —> f G) =tg( лх- =>) 


显然 二 是 从 (0, 1) 9] (— e, о) 的 双 射 ， 从 而 得 证 。 
定理 5 闭 区 间 [4, 们 的 基数 是 6， 
证 明 {ЕЮ 
天 [0 1 一 Ke 0), х|——э/(ху=а+(#—-аух 显然 了 是 
双 射 ， 从 而 得 证 
推论 4 ”任意 区 间 Ca, ó), Са, ó), (а, 们 均 有 连续 基数 с. 
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定理 8 设 А, Ants Am … 是 一 列 两 两 互 不 相交 集合 ， 
且 它们 的 基数 都 是 o MUJA Hizte. 


还 明 ”于 半 开 区 间 CO, 1) 中 取 一 单调 增加 点 列 {г}: 
三 lime, = 1 
则 
{Esai 6) Ум 
{ ЁЛЕ АГУ 38 с 的 集 列 , 且 对 任意 #E N， @ 
有 
A ens End 
从 而 由 引 理 1 ME 


UJ A,— J Сем, 29) = 0,1) 
*=1 =i lå 
推论 5 (0,20), (0,00), (—,0),(—со, 0] 的 基数 
Жс, 
证 明 只 证 (9，%) 的 基数 是 с, Mb 55 ҮЕ ДЕНИ ШАТ], 
É J = x-14，#] [л=1,2, +), Ш 
I, L, = ф (от), B. haee (л=1,2,+) 
于 是 由 定理 AA 


= 


(0,со) =[ JI, =e 
=1 


上 上 面 我 们 比较 详尽 地 讨论 了 有 关 实 数 集 的 基数 问题 ， 人们 
可 能 会 觉得 实数 集合 只 中 的 点 已 经 根 当 的 多 了 ， 而 它 的 基数 是 
“， 那 么 是 否 还 仓 在 着 那样 的 集合 它 的 基数 比 。 жетк 
面 的 定理 对 这 一 问题 给 予 了 完满 的 回答 ， 
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定理 7 ШАМҤЕ& ЖА. AB AI Ж ЕПН Ж-О 
.Ys В] 
a= (E | ESA} 
ША S, 
WA ШЖ k y S q, ПАТЕ 有 与 .w 的 一 个 子 集 
对 等 ， 但 有 4 不 和 .x 对 等 ， 
1° 往 证 存在 Far 使 人 4 一 者。 
k xC A, Ш {хс А, AT {хуб H. 
ё={{ху|хЄ Ас 
人 SpA- x ——эфр(ху={хү 
显然 т ENH, W A4—.2, 
2° ФІ Анала. BE A~e, ШУГЕ 
f:A— x, a |—*f (a> = М, 
因为 2aE A, M,C.w, W M, B AB) TFE, W aC M, 或 
4az 烛 。 二 者 必 居 其 一 ， 所 以 如 果 我 们 能 找到 一 个 aC A, а | 
——>Ма', 使 2€ Mat 与 26 Ма 二 者 都 不 成 立 ， 就 得 出 了 
+). 
事实 上 ， 令 
М'={х|хЄ А, x |——f(sy = М, EM} 
风 M= (АФУ é €. HERGA M' 中 ) , H 
x€ M' 的 充 要 条 件 是 xé М, (1) 
LER M'A, EB М'с.м, Н 
d'EA, ## а |—f (aty = М 
从 而 有 
M'= Ма (2) 
TE, # a'€ M' ШЕН (1) A а Ма, 从 而 由 式 (2) 有 
"ЕМ 了 矛盾 
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3: лем", WAR (3) 有 216 Ма, MAMAR (1) 有 
rC M' Ў. 

总 之 有 ЄМ 与 agM ETE, RETTER F 
Au: d ME. ААУ З. 


2) 题 


1. 证 明 无 理 数 组 成 的 捍 合 是 厅 可 列 的 。 

2。 设 代数 数 〈 整 系数 党 项 式 的 很 ) ЖАБА, 超越 数 〈 不 是 代数 
数 的 实数 ) 的 集合 为 BM 4 =s, B=c, 

з. Е ЈЕ ДЕЕ. 


4. RETRO 1) КАНИНА Д, я >с, 


5, Ж А- ВОС, А= с ВУС Лә Е c, 
. ÆN БКИ ЕРЕ Җ Ж {ЕЕ с, 


хт» 
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第 二 章 点 ЖШ 


在 第 一 章 里 ， 我 们 介绍 了 一 般 的 集合 的 初步 理论 ， 给 出 了 
一 些 重要 概念 和 基本 性 质 。 为 了 满 思 本 课程 研究 测度 和 积分 的 
种 要 ， 我 们 还 应 当 在 第 一 章 内 容 的 基础 上 ， 再 进一步 研究 一 种 
特殊 的 集合 … 一 点 集 。 由 于 点 集 是 集合 ， 所 以 第 一 章 中 所 有 结 
RENREN BARMERA KIERRE, HT 
Жтт ЖЕРДЙ Т. 


$1 п 维 欧 氏 空 间 


从 解析 几何 或 数学 分 析 中 ， 我 们 知道 实数 辅 〈 实 直线 ) Е 
的 每 个 点 都 唯一 地 对 应 一 个 实数 ， 而 平面 或 立体 中 的 每 个 点 都 
办 一 地 对 应 由 两 个 实数 或 三 个 实 数 组 成 的 一 个 有 序数 组 。 通 党 
HR Е) 表示 实数 集合 ， 用 RM R: 分 别 表示 平面 和 
立体 中 的 所 有 点 组 成 的 集合 ， 即 
R*={x= (xa x) xox ER} 
R ={x= (x X, Хуу )] X xox ERY 
我 们 从 数学 分 析 中 已 经 看 到 极限 运算 是 分 析 学 的 最 基本 的 
运算 ， 而 极限 运算 又 是 供 助 “距离 ”来 刻 划 的 ， 枫 如 在 К', 
Е", R° 上 我 们 徊 分 别 规定 它们 两 点 冯 的 距离 。 py Pis Pp，。 为 : 
обуу =|х-у|, ДВ x,y€ R: 
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- : ИЛИ 
P (wA) 2” Є7 — y) + (х, — 3.) `2 ` (x — у): 
^1 у) У 
у 2 
并 中 x= (к, х), у= Су) ER 


Ю,\х, у) =E t nyd + (x — = 


— —=— 
' 


-了 = 


7 
N (х; -ya , 
其 中 x= (ххх), у= (yoa у) G Rš 


Эя Е. ЗАЛУУ В — Ж УЖЕ 28 ЖИРДЕР КОЕНА 
ЕНЕНЕ ЖЕН. 


下 而 我 们 给 出 一 般 的 x 维 欧 氏 空间 概念 ; 
定义 1 Boa 是 自然 数 ， 由 s ЭТА 


х= (X Na a) 


的 全 体 组 成 的 集合 ， 称 为 n RAR COMPRAS) ， 记 ERS 
Вр 


К"={х = Cx Xe Xa x €C R, 1=1,2, чәл) 


设 x = (X> X удуй = {Yis ўз» 9,9.) С К", 若 对 每 个 i, 
= 1,2,- m PP х= ШК “x 与 y 相等 ”， 记 作 х=, 
АЖ x; МА х= (Ko xm 的 第 í АА, 


仿照 К'(т= 1,2,3) 中 两 点 河 距 离 规 定 ， 我 们 规定 R" h 
两 点 闻 距 离 о 为 ， 


H x= (X X е х,), У = буо уг чуў) А", bJ 
t 
PCY) = Сбх) (х,- у) T o + Ос у„)!1 = 
I 
ео (1) 
4 £= 
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R° AGA (19 和 定义 的 距离 о, ТЕ п 维 欧 氏 空间 :，， 记 人 必 
(R°, о), ЛЕТЕ n 维 空间 吾 简 记 为 R°, 

当 w=2 В, АЕА НИ К? 中 次 点 间距 离 恰 
是 ps 而 当 т=1 H, € А! 中 显然 有 о(х,уу = |x у 
Ai。 所 以 过 去 我 们 所 熟知 的 实 直 线 及 ;平面 R: 和 三 维 空间 RR 
实际 上 是 一 般 s 维 欧 开 空间 的 特殊 情形 ， 而 后 者 则 是 它们 的 
Г. 

由 定义 1 可 看 出 ， 对 于 R" 中 国定 的 两 点 x 与 yoly) 
EMEUS. HEER о 是 关于 x My 的 一 个 二 无 范 
数 。 容 易 验 证 ， 这 样 定 闵 的 距离 具有 有 下面 的 性 质 : 

(D ЗЕ: обх,у) 20, B. обу) =0 WEE RIE 
хз; 

а) 对 称 性 ， об, 5) = ро» х), 

ац) 消 足 三 角 不 等 式 ， 对 任意 x, s€ R", 有 
D (x, ED x) + D (x, у) 

关于 # 维 欧 氏 空 间 可 以 作 下 述 的 推广 ; 

EXETER. WEE p，4 EEX， 定义 一 个 二 元 柳 
Ж dsg) 如 果 2р, о ДЕ ЕЕ O, GD 及 Giiy, M 
称 二 元 函数 2 (р, p 为 上 之 一 “上 距 亢 函数 ”， 且 称 函 数值 
4 人, 9) 为 两 点 p 与 9 问 的 距离 ， 集 合 X 配 以 -个 距离 函数 
则 称 为 距离 空间 ( 度 基 空间 )， 记 作 (X,d)， 或 在 不 致 引起 误 
ЖИТИП X , 

从 距离 空间 定义 可 看 出 ，R” 是 距离 空间 的 一 个 特例 ， К 
于 一 般 的 距离 空间 将 在 第 六 章 中 有 所 涉及， 

今后 如 不 符 加 说 明 ， 问 题 的 讨论 总 是 在 К" pT. 

Жм? R(E КОНДУ, p E К", 如果 对 数列 《人 ps 
РО тор, p) = 0, 则 称 点 列 (p) 收 化 于 pw 记 为 
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тр, = р, 或 fap, (9——>00) 
定理 1 ERRA p(x.y) 是 关于 х,у 的 二 元 连续 函数 ， 
ШЖ x, x, y —y(a— оо), Ш 
Cao SOCX YY (л———эсо) 
ШЕН ЖИ] {ох y.) EAT обу), НИСУ 
ЖХ, ШНА [бх у) – p(x,y) ]—0 (л———›сс), 
事实 上 ， 若 xwx, ур (m— ey, El 
р(х.» r) >Ü, обу, у)———>0 (л———>оо) 
ЁШ ЖИЕНИ А. WET #, 恒 有 
D (X. p SSO (хь, X) + PLX у), 
S DX X) H OLX, y) + Обу», y.) 


于 是 有 
D (x, y a) — ЮС, y) SÇ Aa х) + Обу, уь) (1) 
类 似 地 ， 有 
р(х, у) р(х, Xa) + P (x. y) 
KOCK, x.) + оС y.) + оу у) 
从 而 有 
р(х, уу = PEAY Dx a) +рбу„ у) 《2) 


结合 式 〈1 ) 与 式 (2) 用 注意 到 更 离 的 对 称 性 ， 便 得 

[ох э) — р(х, у)| «обхо x) + DG. 3) —>ф(л»——> 

оо) 
EAEE, 

ELI К 中 到 定点 р, 的 距离 小 于 正 数 ó 的 斯 有 点 P 
ЖЕНА, И p, НО б 为 半径 的 ó WR, wA 
N (bo Š), Hi 

Мф. = {pl plp, po <ó, 
例 1 O Æ R h, 设 xER ó<0, ВФ N (x, ó) 
46 


就 是 分 关中 moé, st УУ, АИЛЕ [8], H 
Мк ó) = (x, — Ó, х + Ó) 
ŒO XJ = (хо) СЕ, 8220, WAR Мр, 0) 就 是 以 
bo HbA ó 为 半径 的 图 内 部 的 点 《不 会 圆周 上 的 点 )》 组 成 的 
ЭШ, B 
N (р, Ó) = {p lo (p, b) 8) 
={(ху) |. бео) + (у- 8} 
МЕЖИТ pf rh, ФР b SEM ó 外 , 还 
Баз [н] НЧ 3 ЭЕ. dn JEPC (х, ó, х,+8) # R! 中 是 点 
x, 的 一 个 邻 域 ， 但 当 把 它 看 作 R° 中 的 点 集 时 ， 则 为 
Е={(х,0) |x, - д<х< х, + 8} 
此 时 EE 是 R* 中 分 别 以 (х, 0,0), (x+ 机 的 为 端点 的 一 个 
线段 ， 显 然 它 不 是 点 (x, 0) KAR. 
RERNA EAE AR A aa S E E, 
limo (pape) = HERREN P, 的 任意 邻 域 N (pi， EJs 
存在 s 使 当 ner МЇ, BE hEN (bo ә). 
必要 性 设 limp (pa, Р) =0, 于 是 由 数列 收 敏 定义 知 ， 对 
任意 e0 存在 лә {ЭЩ ss, 时 ， 有 
ЮФ ро) — 0 |= p фо po) <= (1) 
因为 Мор») = (p |00, b) < 之 sj 从 而 由 式 (1) #П,?Ң s2=s, 
时 ， 有 P.C N (bos). 
充分 性 已 知 对 任意 *>0， 存 在 xw, МӨҢ яп, 时 ， 有 
b C МО»). TERRI N (p. DEXA, H ranm 时 有 
обро b) < e, 从 而 有 
OPa b) - 0| = оф, b) <е 
即 limom po) = 0, 
下 面 我 们 利用 分 域 米 讨论 只 ”中 一 个 点 和 一 个 点 集 间 的 关 
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ж. ЖМА R' 情况 考察 下 述 例 子 : 
k = 站 {ey eoh, 52 — 1 


; 3 p ИрИ 
9-65 i ae 


图 2 一 1 


ABAH Æ R' 中 : 

1 有 的 点 х ARTIR N(x,6) 使 N(x, ó) СБ, 
如 (分 中 的 x, 点。 

2 布 的 点 x KERR Мо, 9) 中 必 总 含有 中 无 要 
多 个 点 ， 即 对 任意 80, М(х, ду ПЕ МЕ. H 
(4; 们 中 的 所 有 点 ， 特 别 是 点 a 与 £ 也 都 其 有 这 种 性质, 

3 ”有 的 点 x 的 任意 邻 域 Ntx, 6 h, KERAS E hs 
ХЕЋЖЖРЕШ А, В М(х,дуП Е#сф, B. №, ñ @ E 
24. 

Ш ad 和 е 均 有 此 性 质 ， 

4 有 的 点 xE€E, 且 能 有 某 个 邻 域 N(x, 6), 使 在 N(x， 
A PRA x€ E ЭЕЛЖАЖНЕҢ Н, В «СЕ, E 8,20, 
使 Мох, ðD ПЕ = (xY, 如 点 c, 

5 ARA x ВНЛ ОВ №, бу, ë №, д ПЕ = 
ó, WA 4, - 

B. Eye yu Ц, АЯЧУ А, MER 
们 依据 不 同 的 情况 分 别 地 给 出 王 述 概念 

ESA 设 PCR, EGR", 车 存在 某 个 р, 的 邻 域 
N (ba ÒD, f 

N (p, СЕ 
则 称 A, 是 三 的 内 点 。 
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НАЕ A M: 

Ф Ж p ЖАРА. ATB W p 也 十 B 的 内 点 ， 

© 不 是 4 的 内 点 的 充 要 条 件 是 ЧОР МЫ ТЕ W SŠ Bm 
NG, ôn ES МО, Пе Аг G, 

例 2 Ф Rn RAS (ISR HAARA = 0, 
х;=1 ЖУАН А. 

© W М={1,2,+з,л,+е), WF FEN, л HERSH 
NO є) = (n-e, nate) 显然 都 有 М, ey ПР Мф, MON 
NDEN, WN HJ Ал. л 都 不 是 六 的 内 点 。 

ХХБ W AER", ЕСК", Æ р, ЕБАМ (р, д) Б 
ВБЕФЕВ ЕЛЛА, ШЕК p, НЕД, 

电 聚 点 定 允 可 知 ， 

D h 不 是 Е НКЕ, р 有 某 个 邻 域 
N (bo Ó) E N (pa д) 2 6 S 4 E BE S P ЛД, 

D 点 集 4 的 聚 点 未 必 属 于 А, A= (a,2), А 2 是 
АЖ, 但 26 (a,571 = А, 

D ЖРА, ЖЕНУ, M A, HE ERRA, ERRER 
K. 


йз 1° юййожл={1,1, L... $, Q.) 的 到 
Ж, B 0& A. 
2° N ={1,2, SPELE FELES rE i] КА МВ, 


事实 上 ， 对 任 一 iEN, Җае >0, Й Ы 


N (i, L) г 以 外 再 不 含有 NN 的 其 他 任何 点 ， 于 是 由 聚 点 定 
义 知 ，i ЖЕМ д. 
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ЖУБ ВАСЕ, ECR" 1%] b, 的 任意 邻 域 N (a ó) 
BAAS БН. ХААНТ ЕВА, ША] ЖМ (po, д), 
恒 有 

N (р. 9 ПЕ H МО, д П? Ез ф 
HF, ШЖ 2。 为 的 边界 点 ， 

由 变 界 点 定义 可知 ， 

DE 的 边界 点 可 以 属于 EE 也 可 以 本 属于 EE ША = (2, $), 
Шаш? ЖА 的 边界 点 ， 但 26А, РЄ A, 32 5] Y, 
{т РЕ H 是 BE 的 边界 点 时 MJ pp ЕЕН. 

事实 上 { 反 证 法 ) , {ЧИ p ЖЕБЕ. H €E, WJ 
HE Ni НҢ р ВУ Мр) 使 

Мр, YE = ф 
这 与 p jË EY КАЛМ. 

© 三 的 内 点 必 不 是 已 的 边界 点 !， ЕНИ КААБ АДЕ E 
的 内 点. 

定义 7 (1) PEEB，ESR" 若 存在 p 的 某 个 邻 域 ， 
使 该 邻 域 除 证 外 再 不 含有 EE 的 点 ， 即 存在 某 个 N (pw д0) 使 

МО, дә NE ={p,} 
И р 为 的 孤立 点 ， 
(2) Ж AER" ЕСК", 车 存在 如 的 某 个 令 域 N (po д,), 
使 
Мф. ё) ПЕ = $ 
ШЖК р, УЕН. 

由 孤立 点 及 外 点 定义 可 知 : 

Q А ЖЕЙУ, ШР, ЕНЛИ, BEWA 
F. 

© Р 是 三 的 孤立 点 ， 则 A, 4845 E By ИЕЛДЕ EH 

Бф 


Жї ЕВРА CEI AEA АЕ E КЕЛУ ка, 
D 是 E 的 外 点 的 充 要 条 件 为 р 是 РЕ 的 内 点 ， 


Ма AHR As Ld esd, e), BRATAN 


是 它 的 孤立 上 操 ， 从 而 也 都 是 有 4 的 边界 把， 击 О REAR ЛАН) 
Ве ЖЕ АУЛ А, НЕЛЕ АВЕ ДА. 

ДН НУРДА, Жу, АЦ ЛУ PA ЖЕНЕ ДЖЕ he TO М 
本 的 ， 是 以 后 讨论 癌 题 的 基础 ， 必 须 准 确 牢固 地 掌握 它们 ， 从 
这 些 概念 可 看 出 它们 之 间 赋 有 联系 又 有 区 别 ， 必 须 注 意 这 些 概 
念 各 自 的 本 质 与 特点 ， 比 如 在 内 点 和 和 服 立 点 的 定义 中 ， 只 要 求 
存在 “ 某 一 个 ” 邻 域 满足 条 件 即 可 ， 而 梨 点 和 按 界 点 的 定义 出 
要 求 对 “和 任意 ”和 邻 域 都 要 满足 条 件 ， 

定理 2 如 基 互 的 聚 点 的 充 要 条 件 是 p。 的 任意 邻 域 必 总 
含有 E 中 蜡 于 Р, А, MER 820, 总 有 

Мф д (Е-{} аф, 

证 明 必要 性 设 j, ЖЕН Ж, ШЫЖЕ, 对 
ps ЕЖА МО, ó) АЯЋЕЙ TA. MATER 
任意 NN (pws 四 必 总 含有 上 B 中 异 于 A 的 点 。 

充分 性 EA 页 的 任意 邻 域 NO 把 总 含有 E PETF 
h 的 点 ， 往 证 p， ЖЕП Ж д. ЯЩНЖШШҢ pp， 的 任意 邻 域 
N Cp 人) 总 含有 的 无 限 包 个 点 ， 

事实 上 ( 反 证 法 ) ， 假 如 结论 不 成 立 ， 即 p ARERR 
Мф, ду, fE N (b, д5) ESERE RAREN eyes 

ОКИ гер = 1, 2,56, п), 5 
Bo = mi рф ғ) } 


于 是 £, Ü, 对 Р. 的 邻 域 М, є,), 显然 有 
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N (Ф, g ПСЕ - Дд!) = ф 
ЖБ АТАА, MH EA ES uk, 


定理 3 р ЖЕЙК E tE TE SP АКР.) 
Wa F P. 


证 明 必要 性 已 知 b ЖЕ Жм. RAE gnit 


个 互 异 和 的 点 询 { ps}》 使 limo (Pa bo =0。 为 此 , АРЕНТ 
作法 ， 


1° $ ó =12>0, H p МЕ Ж, W N (be 1) AEH 
ARET TÆR СМО, 1) ПЕ, 


#4 = 5-20, WRAN (А, --) АВА, 
H AEREI 


b€ N( po 过) B (E = {pi}) 
从 而 ра, 


一 般 说 来 ， 假设 对 Ó; = +>9 (Т=1,2,-е,»), DD W Hi E rB 
TRA Poty "ry Pay Е 


МЕМ po 1) П (E 一 {Pi Pa eg Pra (= 1,2, :A 


АЯН БРА ЯТА, Ж 


N (2) П (E - (Ao Ё, w papig 
AEREI JA р... 使 


Pa € N( р) N E- (pepo pa) 
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显然 ра. 与 Popo nope 的 每 一 个 都 不 相同 。 于 是 由 数 学 归 
НЕ І, ТНР РОБУ ТЕДА Енен КЎ) 408). 

2° 出 1° 中 点 列 { pa} 的 取 法 可 知 ， 对 任意 自然 数 m H 
r>a ЇЎ, EA 


PaE м( эь 2) ПЕ, W plpos pa) < 


Т л, КИЕВТЕ E УНЕ E X RI 
Оф, ра) 0 (п-н o) 
充分 性 ”已 知已 中 存在 互 异 点 列 {psi ШО Phn р) — 90 
(#-*o0)。 于 是 由 数列 收 人 第 定义 和 类， 对 任意 0220,09 s, 0824 
ran 时 ， 恒 有 
| (p, ра) ~ 01 = ОС, ро <Š 
JAY nen Н, EE p,C N (рд), Н 10.) ЛЕН, k 
N (p. O) ЖИ E By R 4-8, E N (po 9) By ie S yE Е АЕ 
义 知 pp。 BEHRA, 
定理 ? 和 定理 3 给 出 了 判定 集合 的 聚 点 的 两 个 充 要 条 人 性， 
在 讨论 某 些 间 题 时 ， 使 用 这 些 充 可 条 件 往往 会 比 直 接应 用 夷 点 
定义 更 为 方便 ， 读 者 应 该 熟练 掌 独 它们 ， 
下 面 我 们 利用 点 集 瑟 的 内 点 、 苔 点 构造 新 的 点 集 ， 这 几 种 
与 也有 关系 的 点 集 具 有 很 重要 的 性 质 ， 
定义 8 CG) 点 集 召 的 全 部 内 点 组 成 的 氮 集 ， 称 为 E 
的 内 域 ， 记 为 ES, 
BERERE E? ЖЕТЖ, HH Е°СБ, 
(2) 王 的 全 部 聚 点 组 成 的 点 集 , ЕНЕ, ш EN 


(3) WAR E,3⁄⁄4: EUE' 称 为 巨 的 闭 包 ， 记 为 Е, 
EE=EUE', 


З 


例 5 Ф 设 4=(l2U13), 则 显然 有 
А°=(1,2), A = K1,22 
于 是 
A=AU A= (01,220 (3) UEL 2 = C1, 2U {3} 
© ЖЯ] N= 0,23, m'o h BAT N"=N = (8 
看 例 3) ， 从 而 N = МОМ = М, 
He # 
E=((x,yy| ey L) = Q о, 0) 1С R° 
其 中 = (0,0) oF BLS Им, WU 
(1) Е°={р|ро(ф,д)у<1})=Е ( 2—2‹(а)), 
(2) E'= (p| обр, 2) ELE (Ё 2—2(1)); 
G) E =EUE'r'= { рор, 0) < 1) = Е'( 2-—2(Ь)), 
证 明 (D E°S=E, 因 EsC E, 故 只 须 证 Б°оБ, AE 
АЖ ИЕ E ñ лд ДЕЕ DAA. 
对 任 一 p€ E, ME о(р, 0) 1, SR д=51-о(,0), W 
820, 
下 面 证 М, СЕ, 
É +€ N(A, д), ИЩ] обр, 4) <ó, 从 而 有 
Pog EDP + о, ду < р(0,ру+д=1 
Ж 4ЄЁ, ШШ Мр, Oy СЕ, p ЖЕНИ, 1#Ш Б°ОВ, 
于 是 证 得 互 "= 三 ， 
0)  E'={p lop, 9<}. 
2B W 4Є{Р|ою(ф,0)<1), Ж ю(д,о)<11$А4ЄЕ!, 
E 069,0) =1, RANE H E & Nd, 必 有 i124q 使 РС 
N 7 oy n E, W 
Plg a) =l, 7= (w. X;, ~, ха) 
ТЕ ху>фб, 0<8д<4х,<1,ЩҖ 
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_ à 
1= [xa хус, з v “s Ка 


D (1, 9) = үх"+ x + **- + (х; — 5). ++ xa 


< х\+х ++ + x° + чехї, = рб, gy = 1 


从 而 СЕ, 另外， 
p(g-. 1) = Ni (x; 一 (х; -0)) = S< 


Ж te N(g, dy, ТЫА ФСЕ, ШАРФИ З, 
ESH RIERS €U leos MGA EE, 
FE g 的 某 个 邻 域 N (zg, ду, tE 
М4, NE= $ (1) 
设 gE (p lop, 0) 1), Ш о(д,в)>1,Ду ó= polg, o) — 12 
0, Мо, д) 01), 
ЖЕ, 5 t€ N (g, д), l 
о, t) <Ə= об, е) -1 
由 于 
0(0,1) +o, g) 22000,4) 
从 而 
p (e, D 2000, g) — p(t, g) >O (09, g) — Ó 
=0{(0,4) — (004,0) — 1) = 1 
К IEE, ЖЫ NG, D 与 8 没有 公共 元 素 ， 即 式 (1 ) 成 立 .于 
是 ç 不 是 E 的 聚 点 ， 故 y FB', 得 证 左 己 右 ， 
综 上 得 证 E'= {lo}. 
(3) 显然 E = ЕЦЕ = роф, о)<1), 
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==” aa 


Ё 
-~ бербе у у 
ИГИ. q \ 


(b) 
8 2—2 
下 面 我 们 仍 异 勋 邻 域 再 给 出 一 个 重要 概念 
E АЕА", 如果 对 任意 PERAR PBU S IRN (a, д), 
үс) 
Añ NA, буе ó 
MEAE Ке Н, REAR R" RAETH. 
ËL x = (Xp Xe tX) CR”, 如果 x 的 每 个 坐标 x; 都 是 
有 理 数 ， 则 称 x = (хрх, 76 xm 为 К" ВЖИ. 
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S Q" ER R" 中 所 有 有 理 点 组 成 的 点 集 ， 即 

Q"= {х= (X ж, x ОҢ, ¿=1,2,-:,nyHi26 
一 章 $3 的 定理 7 可知，Q"* 是 可 列 集 ， 且 容易 验证 它 是 R° 的 
向 窗子 集 , 正 象 我 们 记 齐 道 的 ， 有 有 有理数 集 8 п ВЕЗА Е 
中 稠密 这 一 事实 有 着 重要 作用 一 样 ， 及 ”的 有 理子 集 Q” 可 列 
HE К° ХАЬАН КИ, ЕЛЕН. 

通过 第 一 童 38 的 讨论 已 知 全 体 实数 集合 的 基数 是 ¿ Ж 
上 上，、 我 们 还 能 够 证 明 整 个 平面 上 或 整个 л 维 空间 R“ 中 的 点 
所 作成 的 点 集 的 基数 也 都 是 “ (参看 主要 参考 文献 1]) , 

定理 4 设 ASB, 则 А°сВ°,А'сВ', AEB, 

证 明 1° ФЕ ASB", ОНЕ, НГ, # РЄ 
Ар BALAA, WARA Мор, дм, бс А, {Н 
АСВ, 于 是 МО,д0 СВ, 8 p В 2 руд, АШ p€ B°, + 
是 得 证 A4° 己 8" 

2° Ф АСВ, 由 导 和 集 及 育 点 定义 知 , RIERA РЄ 
АШ Р ZERRE N (0, ЕН B 的 无 限 多 个 点 (或 
用 定理 2 及 定理 3) . 

ERE Ep 是 有 4 之 本 点 ， 则 对 任意 邻 域 N (0.0 必 都 
合 有 4 的 无 限 多 个 点 ， 因 АСВ, М, D: АА B BJ ZG 
ЕЛА, М р ВУ щщ, й pEB。 得 证 АСВ, 

3° 往 证 4SB。 由 条 件 知 AaB, LAA АСВ, Ф 
是 有 

4=4U4EBUB= В 

定理 4 给 出 前 性 质 分 别称 为 内 域 、 导 集 和 闭 包 的 单调 性 ， 

定理 5 АЦВ = (AUB)'. 

证 明 =й H 4E4UB，HE4UB， 于 是 由 定理 4 
1, ААВ)", В'сс(А\!В)', 从 而 有 


b? 


АВС САЦ ВУ! 

2A RIEF aC (AUB 网 ppE АЦВ. ЖЕ РЄ 
АОВ, АЯШ РСА 或 pC B'. KHA p 对 点 集 A 来 说 ， 
СА РЕА 二 者 必 居 基 一旦 仅 居 其 一 。 ЮНЕ 
РСА 和 p# А! WRAT, WA pe A'U B 就 可 以 了 。 

设 PC (AUB 2 EA, BRA p€ A'UB', МШЕ 
右 成 立 ， 

# РЕА, W RANEH РЕВ В. B р ЖАЛАУ лу, 
从 而 由 定理 3 知 4 中 不 存在 互 蜡 点 列 收 合 于 p. 丰 pe CAU В)', 
故 仍 由 定理 3 Si AUB 中 必 有 五 异 点 列 (6) KAF р, {Н 
49" 不 能 有 无 限 多 项 局 于 4, 故 4493} 中 必 有 无 限 儿 项 属于 В, 
ВВЕ Т p, TERE A РЄ, АУ 
有 РС АОВ, Ел о. 

综 上 证 得 A'UB'= CAU B). 


21 ЯЙ 
1， 求 下 列举 合 E 的 导 集 Е. щщ E” жш E: 
© E 是 闭 区 间 [0,1] 上 的 全 部 有 理 数 ， 
© E E R! 中 的 全 部 无 理 数 ， 
Ф ECR! ащ. 
f Sin 2. хЗғ0 
y = f(x) = 
x= ü 
ИНЕ Eú ЕШ ДАП АЁ. 


Ф Еск, Е- 0-1, I ma 为 任意 自然 数 )。 


@ EGR’, Ее { (х,у, 2)1 xt y2<21, z= 0, 
2, Ж А, ВСР, CAG B) = А'Г\В” ВЕДУ 
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. I 4, ВСК", iKh (АПА =A 0B, 

设 A BZR (AUD A B° 是 否 恒 成 立 ? 

. 设 A BTA, F АСВ", ШЦ АСВ 

7. 在 R! hš HW СН] А,В, B Aan a KikA BG. 


©з бз ч “ü 


8. Ж Rl 中 给 出 两 个 集合 А,В, Ш AC B, АПВ, AP B, 
ANB FRAK. 


32 几 种 特殊 的 点 集 


本 节 将 研究 几 种 特殊 的 点 集 ， 这 里 纵 出 的 概念 和 性 质 不 仅 
在 点 集 理 论 中 是 最 基本 的 ， 也 是 本 门 课程 中 讨论 测度 和 积分 理 
论 的 基础 ， 

定义 1 车 点 集 上 E 中 的 每 一 点 都 是 的 内 点 ， 项 Е<Б°, 
ШЕЭР, 

例 1 R' 中 的 任意 开 区 间 а, 5) 都 是 开 集 。 

事实 上 ， 对 任意 x€ (а, 0), H а<х< 6, TER 6. = тіп 
(x-a, 2-х), ШЭ 

М№х,а,) = (хе Es x te) С (a, Ë) 

A x (а, DRAR, Н x 的 任意 性 得 证 (za, DENE, 

值得 注意 的 是 ， 在 R RAAR A=(a,5), WJ 

A= {(х,0)| ак) 

就 不 青 是 R: 中 的 开 集 。 

例 2 ”整个 空间 К" 及 空 集 外 都 是 开 集 ， 

事实 上 ，R” 包含 它 的 每 一 点 的 邻 域 ， 故 RR” 中 的 每 一 点 
都 是 它 的 内 点 ， 所 以 是 开 集 ， mz USER, BDE é u: 
就 不 含有 不 大 内 点 的 点 ， 故 游 足 开 集 定义 , 
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例 及 = (а, il B=, DU +1} 都 不 是 R ПЛ, 
зү Р, tA”, ¿+ 18 B°. 
例 4 А ФАА МО, 9 都 是 开 集 。 
我 们 在 绊 的 例 6 中 已 经 讨论 过 类 似 问 题 ， 但 邻 域 是 开 集 这 
一 结果 十 分 重要 ， 记 以 我 们 在 本 例 中 就 一 般 的 情况 和 作 进 一 步 的 
Н. 
忠 开 和 集 定义 可 知 ， 欲 证 点 了 的 邻 域 Nt8, 引 是 开 集 , 只 须 证 
明 对 任意 ENG ÒO BA g BS be e BPB N (g, в) ДЕ N (g, е) 
ZNG, д). 
ЖЕ, W РСК", XH 的 任意 邻 域 
Мф, д) = G ор, е) <д} 
E q4EN G, ô), MU обр, 4) <8, М є=д—р(ф, д) >b, 
W iE N(g, e), BU 
064,1) <в = 0 — D (Ay Ф) 
从 而 有 
о(ф, оф, 4) + p(q, y < 5 
ВСМС, 9), Wk NDENG, д), А т E: N (p, Ó) ÉS 
内 点 。 Ht 4 的 任意 性 知 NO ORENK. 
定义 2 车 总 的 所 有 聚 点 都 筷 于 吾 ， 即 ЕРЕ", ПКЕ У 
НІЖ. 
由 闭 集 定 义 易 知 ， 互 是 闭 集 的 充 要 条 件 是 = E 
例 5 ЖЕ h, СІ, 2318 KE (0) HFR = 
(1,23U (012138, | 
事实 上 ，4 = 01,2) SA, ЖЕНЕМ, ПАЙНЕТ 
UA SILAE S. 
aSIM S ир, R: hs S, 
{ (х,у) |х'+у'ё& = оф, 061} 
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жк, 

S © Imilla dR E R Ө, 

O аф ми [ыр К" ЖИА. 

TRE HORRE, Pir 号 = éF, XI a'= 4, 
AEE Фф «ИШ, 显然 R" By ese a mh К, СК) С 
К", k К" ИИ, 

例 7 А! 中 半 开 区 间 (0, BE EJE EBE ВН f: , 

ЧЕК, 16 (0,148 16 (0,17°,$%#(0,1] 13374; 0E 
(0,11' {8 06 (0,17, HUO DRENE, 

定理 1 QW E ESE, W G EAE, (2yE' 
MERSER. 

ШЕ G KAWE’) = E°, 

ESE ERAH, 

тэй # PCE”, W p ЕИН, MEEN (p, 9) 
使 МОФ, СЕ, ШИА NGD 是 开 集 ， 于 是 由 天 集 定 
Ж ЕЗЕШ 4, EF 
N (p, д) = (МО, д5) "ECE" 
从 而 2 是 E" 的 内 点 ， 妈 PE (B°y°, 
HEER E АТ, 
(2) ЖЕ E' ЖИ, RANEA (EY'SE' 为 此 ， 设 
РЄ (Е), ПЕВ Р WERI NOD WEREWERE 
全 点 即 可 。 
Ë рЄ (Е), Держ E HRA TRE p 的 任意 邻 域 
Мо, 39 РВЕ 3] E 的 一 个 点 x, EH 
x€ N (a, ô) ПЕС МО, ó) (1) 


BN NG, D ЖЭ, САО, d, Аш» ДЖАЛ 5} 
N (s ey, {Йй 
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x€ N (zx, 2) М (A, ó) ‹2) 
Мыз (1) A СЕ, и М, ЕНӘ Ад, АПШ 
山 式 (2 ) 知 Мр, д) ЕКИ, M pEE'。 得 证 (E'》 
СЕ, E' 是 闭 集 . 
ЕЕЕ, RAEE CE. 
ШЕ, BE = EUE, FEHMER A 
E = (EU E'= E'U (EY (3) 
又 由 前 面 证 明知 E 是 闭 集 ， 即 E'S (E')', Шз (3 ) 得 
E = E'U (EV)'= ЕЕ 
АЕ E E ИЖ. 
定理 2 
(1) FFER, MEIRE FF EIE, 
(2) ФСТ, ИСЕ ес ар. 
证 明 (1) 车 @F= ф шу, ФЕР 4, ИШ 
g ЕК ЛЕР А. | 
事实 上 ， 车 JEFF, W РЕР, XI F EWR МО 
РЕЕ, ВЈ р 即 非 卫 的 点 又 非 F АКН, БН И 
知 ， 必 有 p ОЕТ Мр, 3) 使 МО, n F = ф E, 
如 对 任意 邻 域 МО, D, WA N (p 65 ПЕЗф, Н РФР, WJ 
Мф, ИЕ 下 中 蜡 于 р 的 点 ， 于 是 由 人 定理 2 知 pEF'. 
FEL 从 而 МО,д)сеР, р 是 @F MJN РЕН 
意 性 得 证 eF 是 开 集 。 
(2) ЖЕ 多 G 是 闭 集 ， 只 须 证 《多 G) СЕС, Уя 
H Pg ZG, H| Z (@G)'. - 
HEE, EFG, R| € G, СЕЛТ, Ир Ж G 
之 内 点 ， 从 而 存在 某 个 N ODE NDG, FE МО, 
ó) G= o. REANGA РС MAU КОР JJ g G 
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ШЖ K М EGO ЕЕС) СТС, ЫШЫ е СЕБИ, 
定理 3 (D ЕКЕЛГЕН ETRE E, 
(2) fla aF fE ПЕЙИЛ h p 3. 
证 明 《1 ) 设 (6。}ws 是 任意 开 集 族 ， 往 证 6=【」】G. 是 开 
M, 
设 EC= 人 jc.， 由 并 集 定 义 应 有 aC D, 使 ЄС, 


аР 


因 C. ENR, MUTER Np, E 
PEN tp, 0) C, S [J6.= G 


=~ ` pj = 


从 而 р 是 G 的 内 点 ， 即 G= | J€, EFR, 


ЕР 


(2) É 6,6, --,С. WEFR, ВЕ С=[ |6, EF 


Ж. 


ë pEG= 1G,， 由 交集 定义 知 ， 对 每 个 i 都 应 有 РЄ 


G; = 1,2, °, By, 至 每 个 С, Pp LE E, ОКЫ і 应 有 N 
(h, Âp iE 


Мф,д) СС, G=1,2, 56,9) 


ДҮ д, = min(ó,ó,, зз б}, 显然 对 每 个 BA 
Np, Ó) =G; (22=1,2, 5) 


从 而 有 N Ф,ду= [ 1G=G， 即 疡 是 G 之 内 虚 , 于 是 得 证 G= 


tzt 
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[сл ж. 


Е, ДВЕМА EJE. БИ — дЕ 


п, А, {mia A) 1,2, 0, 


{ \А„= {0} 


WARR PEFR JEE F, t OREO А, 000) ° = 
3 (0). 
定理 4 (1) 仔 意 多 个 闭 集 的 交集 仍 是 闭 集 ， 
(2 ) 有 限 多 个 闭 集 的 并 集 仍 是 闭 集 。 
证 明 (1008 (Е). 是 任意 闭 集 旋 ， 往 证 F= [ |F, 是 闭 


БЕР 


k, 

5%, ЧАА Е POF, Riia ЛУШ 

IL EM? GERAD BARRERA RH H 

АЙ, WA 2 РАЈЕ (13) ， 拆 由 定理 2 即 得 结论 ， 
因 对 任意 аЄр, F, ERR, СР, EFR, {H 


多 下 = 多 ， ПЕ.) = UJ е, 
于 是 由 定理 3 知 儿 FF ÆI R, 因 了 = 多 (多 卫 ) AmE IF = 
(Е.а, 


РТР 


(2) F F, ~, Fn 皆 是 闭 集 ， {ЕЛЕ F = [| J F; ЖЕЙ] 


i=] 


fR. 
与 (1) 间 样 的 万 法 ， 有 
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g F = Ф (О)-+ Ner, 


因 每 个 多 Fi 是 开 集 ; kium ШЕР=[)еР, 是 开 集 ， 从 


而 下 = 多 (名) 是 闭 集 , 记 以 F =【 FP， 是 闭 集 ， 


注 党 ， 无 限 多 个 闭 集 的 并 集 未 必 是 闭 集 ， 例 如 ，R! 中 的 
MRARAR КЕ, [5,1 | (x =1,2,…) 是 一 列 闭 集 ， 显 然 


有 LjF。= (0,19， 但 (0, ожа. 


а= 


ТОР {ПП ЖИГ Р И) ЖЕТЕЛЕ ЖАШ PS ла 0—6 6 
JE. 

定义 车 EGE, ШЖ ЕЗШШ, 

ШЕ aq EAK BS R0 ESE SPE Н ЕЛДЩ МУ 
点 。 

He F, ЖЕЗ Ж ИН, W ЕСЕ, ОРЕН ДЕ EA 
Жл, ШУ АЛУДА, АКЕБАЙ д. 

有 反之， 对 任意 非 空 点 集 ， 它 所 含 的 点 只 能 有 两 种 ， 即 孤立 
МАЖА. ЕЖА УА, NJ Бр ВЕ, 从 面 有 ESE'， 
ШЕЕ, 

例 8 ВАЕ асо, АН ДУА, 
显然 A'= 00,1), 而 АСС0,1)= 4 ， 故 4 是 自 密 集 。 

定义 4 若 三 = 三 ， 则 称 巨 为 完备 集 ， 

完备 集 定 尽 了 可知: Б ДЕ ЕЕЕ А E Ei ДЕ Ж 
ХАЖ (ЕЛЛА ЈИ) 
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19 1-1] К” 和 和 空 集 % 都 是 完备 集 (参看 例 6) ， 

Htt 例 5 中 给 出 的 点 集 A=(1,23U {0} PARERE 
完备 集 ， 因 0 АНКУ. іН R 中 的 任意 闭 区 河 Са, 分 都 
ЖУ ЖЖ. UÑ Са, 07) = Ca, 的 

表面 看 来 ， 完 备 集中 所 有 的 点 篆 是 聚 点 ， 双 是 一 个 闭 集 ， 
似乎 完备 集 应 该 充满 空间 的 一 小 块 ， 就 象 区 间 充 满 实 直线 上 的 
"ДУВЕ, ЗЕ ЭРЕ. ЕЕЗ Ща Е Я 
的 例子 来 说 有 明 这 个 问题 ， 

例 11 GEHE) 

(—) RHE 

将 闭 区 闻 DHARE, EANES MA 


кн(+,-—); ®ЄЕГЕЖЧШ ИНИ 0, L ж[ 2,1) 各 自 等 分 
JER, ЭРА РАВ (3, 2.) (7, 5) (图 2 一 3) 
再 将 余下 的 四 个 闭 区 间 各 等 分 为 三 段 而 各 删 去 其 中 间 部 分 ， 
依 此 类 挫 ， 把 上 述 作 法 无 限 次 进行 下 去 ， 很 明显 ，[0,1] 中 有 
些 点 是 永远 删 不 掉 的 ， 如 二 ,二 等 被 铀 去 的 开 区 世 的 端点 就 是 
这 样 的 点 、 因 被 删 去 的 是 可 列 个 互 不 相交 的 开 区 间 , 设 H (L), 


HPG = | |In ИСО, D RRRA AUR 


2—3 
F = ro, 17 一 Ç, (1) 
PARRER, АЎ G, ЛЕЖАТ, 
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C) БЯРАА 
1° F ЫШ, 
ЖОЕ, а (1) 中 的 G, 起 MIRAA KERJ E 1 
G, EFR, AH еб, EAR, ВЛ 
F=¢0,1)-G, =C0 1N # С, 
ЖИРЕЙ. 
2° F 是 自 密集 . 
ЯШЕН ЕАД НЩ, И xC F, ШАЛЕ х М 
ЖЕ ЫЫ Мо, ДЕНЕ hye x А. 
R ATEE ТОН ЈЕ ЗЕ. 


Ф со, (1,4) 后 余下 的 两 个 闭 区 间 
к еы ата (6,2), (pE) 后 余下 的 四 个 闭 区 
Ме а. MER Ba 次 删 去 开 区 问 后 余下 的 每 个 
闭 区 间 长 度 皆 为 世 ， 


© 无 论 删 去 开 区 间 的 手续 进行 多 少 次 〈 任 意 有 限 次 ) ， 
F 的 把 几 总 属 主 某 个 余下 的 闭 区 间 . 


© 0,101 中 删 去 开 区 间 后 余下 的 闭 区 间 的 端点 粳 属 于 
F. 


Жш РЕНЕ. 
ЖБК, HEK e>0, ОЯНА, WIRK, 


则 可 使 删 去 n 次 后 余下 的 闭 区 间 长 度 wm<& 因 СР 故 由 


声 知 x 必 属于 删 去 手续 进行 ж», 次 后 余下 的 某 个 闭 区 间 fe, 835, 
于 是 有 
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Га, PJS (x — g, х +) 


H. а, ВЄ (x-en х +5) = № х, с) (2—4) 


г / £ К 
т + 


а P 


2—4 


HAOR z, ВЄР, 所 以 即 或 x Ыса, Вэн ma, В 之 一 相 
局， 也 必 界 于 另 一 端点 ， 从 而 得 证 x 的 任意 邻 域 N (sy 必 
总 含有 F PRET x 的 点 ， 故 xEE， 所 以 КЕГИН, ЩЩ 
вм Е 是 完备 集 ， 

НАНЕ F 的 构造 及 于 述 证 明 不 难看 出 ， 王 不 包含 任何 
Кїн, їр -不 能 充满 实 直 线 上 上 任 和 柯 一 小 股 ， 但 它 却 是 一 个 
完备 集 。 此外， 由 于 F 是 从 50, 13 中 删 去 可 列 个 开 区 间 而 得 
到 的 ， 因 此 又 可 能 产生 误解 ， 以 为 F PARK 50,13 中 的 
凡 少 得 儿 ， 事 实 也 并 非 如 此。 对 于 这 一 问题 ， 我 们 有 下 述 P 
Ды: 

定理 5 RER F 的 基数 是 c. 

我 们 省 路 这 个 定理 的 证 明 。 这 一 结果 告 折 我 们 ， 不 能 包含 
任何 区 间 的 康 托 集 F， 按 着 对 等 的 观点 ， 它 的 点 居然 能 与 整个 
空间 R' 的 点 一 般 多 ! 这 是 引入 基数 概念 后 出 现 的 又 一 奇迹 ， 

康 托 集 在 许多 问题 的 讨论 中 常 起 著 重 要 作用 ， 因 为 它 有 一 
些 较 好 的 性 质 ， 

本 节 给 出 的 概念 和 和 性质， 都 是 最 基本 和 重要 的 ， 特 别 是 有 
头 开 、 闭 集 的 性 质 (包括 它们 的 运算 性 质 ) 尤为 重要 ， 必 须 准 
确 牢固 地 掌握 它 仿 ， 
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2] 题 


2, KREN HE ЖЖЖ ЕЗЖЕ pi Kak АЯР, Ча ГЕ 


5. ИЙРИЛЕ АЗЕ ЖЭР, ЈЕСТИ ЙО 22 ЖЛ F Hi 


4. 说 明 81 可 题 1 hik 8 ES E ЛЕ, ИЯ, ЗЕЕ ВЕ, 

5, ЛЕ ЛЕЛЕ ИЕ R ЕЗЕТ TR T 5 m ШЕЕ 否 
Дт WA EARANN? 

6. WAHR HARK, WWE hpa RI. А ПВС ANB, 


553 覆盖 定理 与 点 集 间距 高 


在 数学 分 析 中 ， 我 们 知道 ， 闭 区 间 上 的 连续 应 数 必 基 一 致 
连续 的 ， 且 能 取 到 节 大 值 和 最 小 值 ， 另外 ， 收 伍 点 到 的 极 氏 必 
唯一 ， 所 以 能 有 这 些 重要 性 质 ， 荐 由 于 实 直线 R 其 有 所 请 的 
“ 紧 致 性 ”与 “隔离 性 ”。 本 节 主 要 的 目的 是 把 R' 的 上 述 性 
质 推 广 到 R" 上 上 来， 并 给 出 一 些 著名 的 定理 。 这 些 结 果 将 帮助 
我 们 更 深入 地 掌握 只 ”空间 的 特性 ， 并 为 建立 新 的 积分 理论 旗 
定 有 力 的 基础 ， 

定义 1 设 BER" 若 存在 常数 有 >>0, 司 对 任意 х= (x, 
х.к) € E, x 的 每 个 坐标 x; 的 绝对 信 都 不 大 于 上 且 , Вр |xj 
Ёё = 1 2 8)， 则 称 互 为 有 界 集 ， 

Н Еж, РАЛИЯ ТО, 
使 对 任意 xE 有 р(х, 0) <, Я é у R" 的 原点 ， 它 
的 s 个 坐标 全 是 零 ， 
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ДУА: CATE &>0, BE {ЕК х= (хх, Ui X y СЕ 
有 | x [LÈ = 1,2,5), 4 Щ L=. Ё, р 1220, 
р(х, 0) =. xš нЕ LV skt = n k= L, 
区 分 性 ”已 知 存 在 L>, 使 对 任意 < C€ E, 8 
plx, =. хрр х LL 
5 А-1, ШЫ |х едх + xt + + хо 21, Вр 1 = 
È (1=1,2,--, ж), 
BI Е, (у) ху), ШИ L=1 BJ 
W. 
тш {ПЖ ЕЛУ r BJ БЕКЕ ИНЖ JE ESE E R: 中 
JHI EE E ЖЖ, ЕНЕ ЕЗЖЕН ЖЕ = ЖУН. 
定理 1 〈 波 尔 察 诺 一 维尔 斯 特 拉 斯 * 定 理 ) 设 E<R' E 
ПУЯЛИ МЯ, ШЕРНА p (р 可 以 不 属于 三) 。 
为 简便 计 ， 仅 就 л=2 的 情形 证 之 ， 基 本 证 明王 路 是， 首 
先 由 理 是 有 田 无 限 集 条 件 ， 做 出 一 列 闭 佐 形 ， 使 其 满足 闭 和 矩形 
FEM, БО], АЛИШ АЗЕ АШЫ E 2 3 K, 
ШЕ 1° RERA KHAR SY N FERA АР, 
使 对 任意 (х, р C€ E WE | x| <ë, |3144, ТАЕ Ы 
ВІКУ 2& WURA. = (0,0) 为 中 心 的 闭 正 方形 А, A, 
Вр 
EC А,= (б, nD) 114, |] <t) 
х ЖИЫ у АШЫ À, 分 为 四 个 闭 正 方形 ， ДЕЧИ 0р 
有 一 个 闭 正方 形 含有 E 中 无 限 多 个 点 (事实 上 ， 若 四 个 闭 正 方 
形 中 都 至 多 含有 EB 的 有 限 个 点 ， 则 瑟 成 为 有 限 集 了 ， 蔬 盾 ) ， 
就 令 这 个 财 正 方形 为 АШ A 这 长 为 k НЕЋЕТЕ £ 


* lolano— Waulerstirass, 


?0 


Л кїз HADI x S у ФРЕНК 4， 均 分 为 四 
个 阔 正 方形 。 闻 理 可 知 ， 又 能 取 到 其 中 一 个 闭 正 方形 A, E 
得 А, ТЕШЕН АН, В ASA, 而 Á, 的 边 


长 为 3k (图 2 一 5) 。 


Йй 2--Б 
一 般 地 ， 设 已 选取 到 His 4, "ta Hn i ANE o -y a [Hi 
E, (151,2, =", h A= A,2-.-. S A, H А, 的 边 长 为 


再 用 分 别 平行 半 x Уу 轴 的 两 条 直线 , 把 А, 均 分 为 
四 个 小 周正 方形 ， 因 ANE 是 无 限 集 ， 显 然 在 这 四 个 小 闭 正 
перуна MAAE HERS AA GNERRA 

ARR, PE) ， 记 作 Ano 从 而 Am NE 是 无 限 集 、 且 


A... = A, 而 A... 的 边 长 为 1-4, 


TEHA "ЕЗД ИНЕ. ПИБ) SIB] SUA). 使 得 
ANE НАШ, s=1,2, 了 
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ARAD Аугэ 24,24,12: 
A, 边 长 为 ITE, arRo, 
显然 有 lim2 = = 0, AAA EREEREER ВСН 


点 pE [MAn 
=1 


2° 设 N (A, 0) р 的 任 一 邻 域 ， 因 limk 0, uj 
到 到 充分 大 的 ,使 对 常数 5220, 


д _— 
-m+ -<> DM 
2 К рә Bh 22 А<д 


而 A, MPYA p 9 tA В АСА, i). H 
An G EW 4 458. w МФ, D ЖЕКИ TA, H 
N Q, à) КИЕВТЕ p ЖЕН Ж, ERHE, 

注意 ， 定 理 1 中 的 点 集 三 的 “有 蛤 ”与 “无 眼 ” 两 条 性 是 
使 一 不 可 的 ， 作 为 练习 ， 读 者 订 委 蕊 分 别 举 出 缺少 其 中 一 个 条 
性 定理 不 复 上 成 立 的 反例 ， 

推论 1 ШЖ R° 中 任 一 有 界 点 列 〈 即 有 工 盖 由 使 对 
{Ра ЦАР ро. BH р(ф,%)«51,), W Ua, D W Sy sU, 

证 明 {ПНДЕ Р) RY р, Ер R° 
中 一 点 ， 

1° 车 点 列 {w 只 是 由 有 限 个 不 同 的 点 排列 量 成 的 ， 显 然 
在 这 有 限 个 点 中 必 有 至少 有 一 个 点 h 要 在 { zy 中 重复 出 现 无 限 
ER, WHR, 3918 b E {fa 中 的 位 置 编 上 新 下 慰 ， 就 是 
《0 的 一 个 子 列 人 Y Pa =ро 621,2.) ， 显 然 它 收敛 于 
FA А. 

2° 车 {8s} 是 由 无 限 多 个 互 异 的 点 排列 戌 的 ， 则 由 85} 各 
НАК AR RE HL R: aan AAE READ „ F 
了 2 


是 由 定理 1 知人 4 必 至 少 有 一 个 聚 点 А, ВНЗ З HL E 
由 总 中 互 异 的 点 组 成 的 点 列 49i) 收 伐 于 A. 

KAREN, dgy RIRE HLA AFA peP, AER 
PIRE (pa R ЛА EEM ЗАА liat , ER 
《8i t EEE a TIRAT A. EIEEE, 

定义 2 (б) 8 EGR”, (С.о 是 一 开 集 族 ， 者 对 任意 
pE Б, HAGE С.р), РСС, ШОЛ ЖАС» 为 三 的 
“ЯЯ (简称 覆盖 )》.， 

Gi) ЖЕ C Jho 的 子 族 АС.) (D'O) th а 
Е, ШК РАС о, HAMC o 的 于 覆盖 . 

定理 2 KERER 设 ЕСК", 《Go ЖЕТ 
ш, W (G. y, 必 有 有 至 沈 可 列 的 一 个 子 族 也 条 得 己 〈 即 也 的 任 
AE Pt Do TI пра) . 

证 明 1° 对 任 一 SEE, 因 {С гн, MMAF 
在 G,C {Gjer 使 РрЄС» б, ERR, WK р 是 Gp 的 内 
п, MAMARE МС, дь) СС, 


今 在 N (s, 2) 中 任 取 一 有 理 点 ар (有 理 点 集 在 Re 中 天 
密 故 dp 存在 ) + ERAH ra TE 


Îr cr, <È 


做 ар 的 邻 域 N err) 由 ар 与 ғ, 的 取 法 ， 显 然 有 

DEN lan тә СМ Оф, др ССр ( 2—6) (19) 
于 是 以 与 EE 中 点 p 相对 应 的 有 理 点 ap 为 心 , 有 理 数 r. HË 
径 的 邻 三 旋 {N (ару ғ.) yrr ARER- tAE, 


* Lindelöf. 
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^ `. 
РА ` 
` 
Pi ~ ` 
i РЫ “м. ` 
Г) Р, ` \ 
T / `Y Н 
{ r k 
! | = 
' 1 Sp F і 
\ ` 4 H і 
1 ` f І 
s ` > Р 
` 一 / 
+ 
N. f 
` ^ 
` 
x |. 
эз... Lo- 
2—6 


2° Bí Rs НИЯ А! 中 的 有 理 数 集 都 是 可 列 
Ж, Ат (N Сар, г) ев 是 至 多 可 列 的 。 内 1 中 式 (1) Я, 
每 个 N (ar, ro 都 被 包含 在 某 个 Ge 内 ， 岂 这 样 取 定 的 Cr 组 
RAEC EG e 的 至 多 可 列子 族 ， 且 是 E КЕ, TE 
定理 得 证 ， 

定理 2 对 任意 ЕСК" ЖУ, ВВЕ УГНІВ, W 
得 到 与 数学 分 析 中 的 有 限 获 盖 定 理 完全 类 做 的 定理 ， 

ЖЕЗ 〈 海 轧 一 一 波 雷 尔 * SIMON 3KAEEI) МАНЯ 
一 开 鸣 盖 必 有 有 限 子 履 尽 ， 

证 明 1° 设 王 是 有 界 闭 集 ， +G, Ü 是 也 的 一 个 覆 凌 ， 
落 АС» 是 有 限 族 或 是 有 限 集 ， 显 然 结论 成 立 。 

2° 设 (Gje 是 无 限 族 ，F ЖА 5 ЛИД. 

HERA, {Cher DAAT Coar йи Г, R 
HIRERE Gu НОТЕ k F КИЕ, 


* Ialue— Borst. ЖЕШ ЛЯ КЖ ШШ. 
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ЖН БЕЛЕЕ, RUC OR IEE ВИЕ E gh ЕЛЕ Р, 
于 是 G6} 中 的 6G, ЖЕНЕР, MA Р- Сф, TETRA 
AEF-G., HETA F-{C UG), MIRA ACF- 
(GU GY), 

重复 上 述 过 程 ， 设 已 取得 s 个 点 : 


j 


Рі Роэ Р» {E pEF- Uc: 


Ө Е-|(}Сеф,(@ Е—| Је 名; 则 {Go) 中 有 s+1 + 


ú=] i=l] 


пт, ЕНЕН) ， 于 是 可 取 到 


ГЕЯ 


Pan F — UJG: 


i=l 


从 而 由 数学 归纳 法 知 ， 我 们 可 以 从 中 下 得 点 列 (pat 使 得 


ЬЬЄР- UJ С, (s= 1,2, `") 

3” АРАН, MO rh p| (a yE yb, EP 
баі (р. 必 有 子 列 O. KAT po XA F EBR, W 
MEF, T(G) F HEY BGR Ci АСС. WG; 
ROF, KEE N (рь, б) Gi, 

另 一 方面 ， 国 P, pka), WAP N (Aso) 应 有 
по 24 Say 时 ， 有 

Pb, EN (Ax Š) S Gi 
今 取 nmax ryj p ШИЛ 

Pa EN Qod) ZG; {1) 
但 由 2" 中 她 ,,} 的 取 法 知 ， 
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A| €F - U G, (2) 
但 jarn КЩ (2) 17 р. С, RIA (1) 相 矛 盾 。 故 
{Тык ИДА ГИЙ. VW Co 亦 然 。 定 理 证 毕 。 

证 理 2 AER HRISTA, ТП ЛЕРДИН 
的 定理 。 定 理 3 的 证 明 也 可 采取 其 他 方法 而 不 借助 于 定理 3. 

在 针 电 我 们 给 出 了 有 ”中 两 点 间 的 距离 定义 ， 下 面 我们 借 
ШЕН ЫА ЛЕЛЕ A RIE И, 

Ж М5 G) 设 АСК", ER К” ЧЕКУ, b 与 
ЕНЕР, 207 P, 与 E 的 距离 , 记 作 од, E), 
ER 

рр Б) = infol pos DY 

GD Ж A.B 为 及 "中 二 韭 空子 集 ，4 5 B RARE 

岗 的 于 确 界 ， 称 为 点 集 姓 与 了 的 距离 ， 记 作 ОСА, В), й 
DCA, В) = inf {P(x,))) 

由 上 述 定 义 可 知 ; 

Ф Ер 是 一 点 E 是 一 点 集 ， 对 任意 СЕ, ER 
PMO PP o Б); 对 任意 РЄ А, 4EB EA о, 9) 22 РСА 
В), БА, АЙЛА АЕ ДИР ЕЧЕИ НО, Bl os 
E)2:0, ОСА, В) 720, 

O BA 记 УЖЕ ИЕ, SEWA БАЛА р,) 
УА Е |, ВТ ЕЕ ВОВЕ И ДЕ pA SE [ВИР ES it pk 
Е. BEBERE od heh В = ор, В). 


@ Ф BREE Ш оф, Б) = 0. 事实 上 , B| pp po = 0, 
而 AEE ДН 
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Loha Б) =infle oI EP lp po) = 0 
# АП Вес Фф, о(А,Ву<0, HA РЄ АПВ, 5 
0004, В) юс, р) = 0 
НОЖА, WE о(р 5) = 0 或 p(A,B) = 0, Ж 
ВАСЕ R An BƏ Ф, 
М, А= (1,2), В= (2,3), JM o(4,B)=0, H ANB= 


事实 上 ,对 任意 6220, 不妨 设 0<6<1, а= 2 - 26 А, 
bE2+ ЄВ, FER 


Op(AB) Lp(a, В) =| ë — al -ee 


H e 的 任意 性 知 oet, В) = 0, 

定理 4 ‘距离 可 达 定 理 ) 设 А,В 是 R" 中 二 非 空 煞 集 ， 
且 其 中 至 少 有 一 闭 集 有 界 ， 则 必 有 МЄ A, ¿€ В, 18 

рф, Ф) = p( A, В) 

证 明 ТИШН ЕАН B ОАЗА BJ SK o q tE 
其 满足 оф) = ОСА, В), 而 由 ОСА, В) 的 定义 知 ， 它 是 数 
RoD 四 E A4,gEB) 的 下 确 界 ， 因 此 自然 想到 宜 从 有 4,8 的 
КА [Н] ЛЕР ГЕЛ АЖЕ. 

1° В о(А,В) = 12/00, Ө) Wan 80832 X BP, X 


每 个 e, = 1>0,, ААБ PaE 4, („Є B, $E 


PA, В) <p(#,, 4.) CPLA, В) + 1. (1) 


于 是 可 从 А,В НАНАЧ р), 19) 使 对 每 个 s ВА 
FAIL), 


TT 


2° ОЖАЙ, ЖЕВАЛ. РАТА) ЕЛЯ 
КАУ, ЕНЕ 1 0 TRAT INA еа), HINT A. 
НА, WR A € A, 

现在 考察 与 (pr,} 相 对 应 的 {qs} 的 子 列 19s0} 国 为 (Br) 有 界 ， 
МАУ, MA 二 > 六 使 对 每 个 Е PPO PO pap ah. 
FEHR (1), 4 

Poy qa) < обо, р.) + 00,4, 


<L + о(А,В) + ТОСА, B) +1 


ИЛЫ) ЛЕЛИ, Wk kake) (u) WAT 
qo R B EAE, Wk AEB. 


3° 今 证 对 于 2" 中 的 AS 4, z,€ B, A Офо, go = Pt, 
В). 


显然 о, д) ZPA, ВЭ, МАНЕ оро й) etA, В). 
因为 
Poga) EP Po Pnp) + D (Bs. Z 
<D (bs Ра) T P (Ps. з а) ОЬ, Fo) 


KO Оф» Pag) + P (gs. r + D (A, В) +- HH 
¿— ook}, BRE 
ор ba) — >t Olla 430—0, "б 于 是 得 证 


Pin g) <рСА, В), 
综 上 定理 得 证 ， 
注意 Ò FERPA WRAN YEAR, ШШ 


再 成 立 、 如 A=N, B=Ír+ A], BA A=B- ф, A, BY 
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= -þr - = 1 Яя 1 
ШЖ НЕЧЕ 有 界 . 对 任意 sC A. я. EB, H pl 1+5) 
= 并， 站 # —— 时 ， 有 


1 _ 1 = 
Юю (л, s+ 二) = Eo, AT p(A,B) =0 


但 显然 对 任何 xE А, EB 均 有 p(x,yy>0, 

D 本 定理 中 А,В 崩 为 站 集 的 条 件 也 不 能 减弱 ， 如 = 
[1,2)。B=[53,53, 则 有 4 不 是 闭 集 且 显 然 PCA4,B) = 1, (НАЕ 
显 ， 对 任意 <€ A, z€ В, р(х, у) 21, Ik A + B ФЛ 
合 于 要 求 的 点 ， 

推论 5 设 FaF, 为 二 非 空 有 界 闭 集 ， 且 FAF: = $, 
则 осЕ,, Е,)2>0, 

事实 上 (MEW , # P(FF) =0, | Р, 和 F, ФР 
定理 igt WE AE Р, & € F,, 8: 

0\5, 4 = ОХЕ, Е) = 0 
从 而 下 距离 定义 知 рй 于 是 А6 基 F, 35 F, 的 公共 
ж, ЖУ FAFS PA, ЎН ОСЕ, F, -0. 

定理 5 БАНЕ ДЯ, 47>0, В={ роф, AD <d} 
W A= B, ВУЖ, 

证 明 1° 往 证 АСВ, НМЕ РСА, ҢҢ ор, А) = 
0<4, АЛП РЄ В, РҒЖАСВ, 

2° E B= {2 обр, A< dy 38. 

B РСВ, 由 王 的 定义 知 обр, 4)<4, ДА e>0, t 
plpos А) + е2, об po, A) =inf {pt por p) НТИ 
ЖШ, HT e<0 存在 P € A, {E 

PE Po P) CP A) ted 
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у dm= d- olap МОро, дь) В, 

事实 上 ， 对 任 一 gE NCPp6m)， 有 Ol pog) <дь, LA 
D (ba Р) = Òm, AMA 

PE POSP U р) + PP р) in + £ — др = d 
但 因 мє А, 故 

PLE, А) <р р) Ld 

从 而 YEB， 所 以 Мр, дһ) СВ, Wik p, 是 B 的 内 点 ， 即 B 
ж. 

ERG BAR А, А, WEZ, Н oA, А) = 220, Ф 

В, = {2 | оф, А) <$, B= {2 plp, AD <) Шр 
BNB,= $. 

证 明 《有 反 证 法 ) 假设 BN Bæ g, WEE gE B N Ba А 
ШШЩ В, 与 В, ж, 

PA) <Š, ро, А) <£ 

于 是 由 下 确 界 定义 知 ， 存 在 PE A，p,E A,, ti 


所 以 有 


Орь PIP( Po D + p(g, P.) < + = 4 


从 而 有 PAs А.у 00,2) < 之 4d， 这 与 条 件 plr А) =4 F 
E. j ВПВ,=@, 
定理 7 〈( 隧 离 性 定理 ) 设 F,、F, 为 二 有 界 闭 集 , НЕ ПЕ, 
= Фф, И) ЖТРТЕЗ А Go, Cr fE 
FSG, ЕСС. B СП С,= ф 
证 明 WEA (F, F) = 0220, 于 是 由 定理 5 KE 
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заб, AAE: 

G= (воф, В) Z), С. рро, Р) 
HATER, 

注意 中 本 定理 的 条 件 可 减弱 为 不 要 求 二 集 有 界 ， 但 岩 
ЗО Е{Е Н ЖОЖ, ШИЯ A= С0, 1), В = (1,20, PRE 
HERRERA, 

@ HARER. HIJ 24ER, Н фе, WAFER 
1, HIERE Gis Ca W 

PEG 4ЄбДҢ GNG ф 

在 数学 分 析 里 给 出 的 К! ОО ЕТЕ, Ж 

上 就 是 基于 R' ДНЕС ТАЈ STEE. 


3J АЙ 

J, Е 为 非 空 有 界 点 集 ， 且 E =o, ШЕЙШ, 

2. ЖЕ AAR, П E =Q, W| Е 是 至 多 可 列 集 ， 

з. 五 Жа, W E 至 少 有 一 个 聚 点 。 

4。 试 用 海 轧 一 一 波 轩 尔 有 限 枝 盖 定 理 证 明 波 尔 察 诺 一 一 维尔 斯 特 
拉 斯 定理 ， 

5。 试 证 А" Е-Е АГАЕ Ку R° 中 任 一 
开 集 均 可 表 为 可 列 个 闭 集 的 并 集 ， 

6, ЗЕ Ае {1р Му =0} ЖЕМ НЕ. 

7, AERAN TERIDA RRE. 


8, ЗЕЕ RERA RRS E 理 中 的 “有 界 ”， “Йй 
JE" BRIER ИГЕН РИН, 


34 开 集 、 闭 集 和 完备 集 的 构造 


在 3 中， 我 们 已 经 讨论 过 开 集 。 闭 集 和 完备 集 的 一些 性 
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质 。 本 节 将 臻 力 于 讨论 它们 的 结构 ， 且 主要 在 R' 中 进行 。 为 
了 后 面 研究 测度 与 新 积分 的 需要 ， 我 们 也 要 研究 R° 中 开 集 的 
构造 问题 。 


一 、 实 直线 上 开 集 、 闭 集 和 完备 
集 的 构造 


FRIERE AREE R 中 的 点 集 ， 
х1 设 和 是非 空 开 集 ， 考 开 区 间 (2, 2H) А! 
(a,2)S= G, H а4,^ G 
MU ER (а, DA G fF 9 pk IX E. 
定理 ] 设 @ 是 非 空 有 界 开 集 ， 则 G ME д MT G B 
某 一 构成 区 间 . 
Ша ER x,€ G, СД, WK x, 是 的 内 点 ， 从 
WEAR x, ТБК (а, 8) ,使 得 
xE (a, EG (1) 
显然 ， 合 于 式 (1) 的 开 区 间 会 有 很 多 ， 令 合 于 式 《1) 的 所 
用 开 区 间 组 成 的 开 区 间 族 为 {cs 81.6, МУСЯ, ШИРЕ 
а=1їп/{а,}, “= SUP { 
今 证 开 区 间 (а, 2) ВТК. 
FXL, xE (oa 六 SG 是 明显 的 ， 故 只 须 证 4,5ёС, 
假如 ЄС, СЯ, WA e<0, (ë la- eate SG, 
从 而 有 
xE (z — a, 0) < б 
这 与 a BURSA IS, W aQ G. 类似 可 证 ¿e C. EAE 
Ж. 
定理 2 ЗЕМЯ СЕНТО ЛИЕ] (4, д), 
(0,т) 或 不 交 或 相等 ， 即 
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(1,0 П т) = é (А, р) = (о,т), 
证 明 НАТЕ А Б 4822 Nl АЕ, 
设 (2,0) П (0, т) p, MWE <€ (À, д) П (о, т), ШЇ 
А х< н, H о<х<т 

TJ т<, А<х<т< WO, СС, тсс, O, 
т) С Ж ДАШУУ тес ЖЛ, AMA т=н, БА 
证 тсн, Ж пет. ЖАИ A= o. Ш (4 有 = (о, г). 

推论 1 ЧЕЛЛӘ G Él Br 8 AS J АХ aj Жз п] 
列 个 。 

证 明 这 古 第 一 章 $3 习 题 2 的 直接 结果 ， 

Жюз 非 空 彰 界 开 集 G， 人 恒 可 表 为 有 限 个 或 可 列 个 两 两 
不 变 的 开 区 间 的 并 集 ， 这 些 开 区 间 都 是 它 的 构成 区 间 ， 即 


G= Гам), Анас о оо) 


k=l 


证 明 1° 由 推论 1 知 G 的 构成 区 阁 至 索 有 可 列 个 ， 设 它 
们 为 


(Ак, нь), Ё = 1, 2 (m: AR зоо) 
2° 由 1" 及 构成 区 间 定 义 以 及 定理 1， 显 然 有 


G1 J (Ав, ax) СС |) (Ле д) (тЫ зоо) 
i=l à=} 
于 是 有 


С = UJ (Ав н), Ar нк G (m: Ж зоо) 


k=] 


注意 © 定理 3 指出 了 К 中 非 空 有 界 开 集 的 结构 ， 妈 
它 可 兰 示 为 至 多 可 列 个 互 不 相交 的 并 区 间 的 并 集 。 江 且 结 合 定 
理 2 容易 看 册 及 中 开 集 的 这 种 表示 还 是 叭 一 确定 的 ， 
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© 对 于 Кю ЕЕ, REER з иа ÚW ОЖ 

立 。 这 只 须 对 任意 实数 a, WFR: 
【一 оо, a), (а, +оо), 【一 ceoy со) 

EP SLOIR ARRET LA T. 

下 面 我 们 讨论 R' 中 非 空 有 界 闭 集 的 构造 。 

定理 4 非 空 有 界 闭 僻 中 必 有 最 大 点 (最 大 数 ) 和 最 小 
点 СЕД). 

证 明 只 须 在 五 中 选 定 两 点 а, 8， 使 FF 中 任意 点 x ЮЖ 
asx 宕 上。 为 此 显然 只 须 证 明 工 的 上 ，、 下 殉 界 部 属于 工 即 可 。 

WF ESE f 5, WFE а= infF, B=supF, {ШЕ а, б 
€ P: 

事实 上 ， 因 A=supF,, PrDDXPHE—- 2220,09 x,€ F, 
全 

В —в< х8 (1) 

若 对 某 个 6 之 0， 下 中 有 合 于 式 (1) хе, = 6, WAA = 

xz É Р, 


车 对 任意 220, F hy aK (1) 的 x， 总 不 等 于 p, H 

+ 
х,Є 08-2, yC (B - e, В+ е) = МОВ, е) 

则 由 红 定 理 3 Hl, 8 RF SE, АРАН, w IEF, 类 
HAIE cE 工 ， 于 是 得 证 eA 即 为 所 求 ， 

нЕ А, А] Кз АКЕНИ F, w 8 E 
售 王 的 最 小 也 区 间 Са, 82, ЖФ a=infF, B=supF, 

定理 5 非 空 有 界 闭 集 了 者 非 煞 区间， 则 了 必 是 从 包含 工 
的 最 小 闭 区 间 中 去 掉 有 限 或 可 列 个 互 不 相交 的 开 区 间 而 成 〈 显 
ЖЭО ОНА РАТ F), 

证 明 ЖЕЕ, ТАВР АБ УСО, 62, 考虑 到 
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定理 3， 易 知 具 须 证 明 有 被 [a, ВВЕ С, Р = Са, б) 
-GREP 

出 定理 4 АЯ, FEUR P HERDAR E Се, 83, ë F< Са, 
ВН а, PEF, 显然 

G = [а, В)- Е > Со, HNF F = (а, В) П еЕ 
ЖА в (РАББ) AANI, ВН 3 Ж: 


б=\ } Unu) (т, 有 限 或 ce) 


ПЈЕР Н (Л, н) Н ЖИН, НААР G, MAME 
ПТЕР, 
显然 Gala Й), Ня 


F = а, 8-С = (а, В) – | J (д, Он: В Зоо) 
定理 得 证 。 

由 定理 3 的 说 明和 本 定理 的 证 明 过 程 可 看 出 ， 本 定理 对 于 
К! 中 的 无 园 闭 巢 仍 成 立 ， 

定理 3 和 定理 5 完全 解决 了 К\н ЖБ ШАП 2k E [B] 
题 ， 下 面 我 们 来 讨论 R 中 完备 集 的 构造， 

定理 6 了 工 是 非 空 有 界 完备 集 的 充 要 条 件 为 下 是 从 包含 下 
的 最 小 团 区 间 中 ， 去 掉 译 多 可 列 个 互 不 相交 的 没有 公共 端点 

与 包含 上 的 最 小 闭 区 间 也 无 公共 端点 ) 的 开 区 间 而 成 ， 

证 明 1° 由 8 完备 集 定 义 知 ， 工 是 完备 集 的 充 要 条 件 为 
F ЖКА TL sz. АШ) ИЖ. 

2° HERS H, F 是 非 空 大 界 闭 集 的 充 权 条 件 为 ，F 是 
从 包 合 的 最 小 闭 区 间 中 去 掉 至 多 可 列 个 喜 不 相交 的 开 区 闻 的 
并 集 而 成 的 集 ， 
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3° BAR x 是 上 的 孤立 所 的 充 要 条 件 为 ， >” ВЕРАН) 
隔 个 开 区 闪 的 公共 端点， 或 是 被 去 摊 的 开 区 闻 与 包含 上 上 的 最 小 
ВЕЗЕ, 

综合 1 .2 .3 ERE, 


二 、R" 中 开 集 的 构造 


在 л 维 欧 氏 空间 Re>D 中， 没有 构 成 区 间 的 概念 ， 从 
ME 只 中 定理 3 那样 的 开 集 构造 命题 不 复 存 在 , 为 了 探讨 
8” 中 开 集 的 结构 问题 ， 我 们 首先 给 出 下 述 概念 ， 

EI É а,б, Py l da Ó, 是 # Їй (ЛҮ 
+ оо), фї 

аё; G= 1,2,5, n) 
则 

(1) # Rs 中 点 集 

T= {х= (х, х, х) | ах 6,121,025, 9) 

为 及 ”中 开 长 方 体 ， 特 别 地 , 5i- a= d G= 1,2, 0, 8) В, 
称 为 开 正 方 体 。 

(2) Ж Е" 中 点 集 

I= (x= (x 206 ука) ax bi, i=1l,2, i, ny 
为 R ARKI. 5 #,-а,= d=1,2,…,2) 时 ， 称 了 为 闭 
正方 体 ， 

(3› Ж R" paR 

I = {х= (o X, сеу) [a Nd, Р= 1,2,0, ву 
为 在 开 长 方 体 ， 当 bead =1,8,…,#) 时 ， 称 工 为 左 开 

正方 体 ， 

(4) 对 R PAR 

I= (x= (spsg n) XE 2,002, dsl, ge, 
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НН «а, >л ЯШ spb; А, АТЛАН ТЕД < ГАЈ СИ} 
它 可 以 是 开 的 、 闭 的 或 池 开 学 闲 的 ) ， 统 称 之 为 长 方 体 。 
(Б) Ú 
I= 人 
是 R* 中 之 一 长 方 体 ， 则 称 积 


[E-a = арх, асс, а) 


1 一 1 


为 1 的 体积 ， 记 作 ll = о, - o, 


#= 1 


由 上 述 定义 可 知 ; 
Ф 在 开 长 方 体 的 定义 中 ， 车 有 í HE а=, MON YX 时 
1 = ф, тй EFENA, H | % ]=0, 
D ЕЗ P ӘЛЕ,» Ok 工 ,使 了 三 三 ， 
© Е" PHF (RD 长 方 体 ， 当 4= 工 时 ， 愉 所 R' 中 
JF (BD KARS ЕҢ (HD 的 情形 也 是 一 致 的 ， 
@ 当 #=2 HF, Е 中 开 、 闭 长 方 体 
T= {х= (r, |а,<з<4\, а, #) 
P'= Xx = (r,1) [аё а, 
УЖЕ = ó, — а, = 6, — z, ВАНГА? ПЧ ЈИ, 
定理 7 R" 中 任意 非 空 开 集 避 ， 必 是 可 询 个 互 不 相交 的 
在 开 长 方 体 
Is, í I 
的 并 和 集 ， 即 


піў 


С= |1, LND= $ бр 


TRR, ВИП К 1962. 
87 


证 明 1° 用 两 组 直线 
x=0, ti, 土 2，……4y= 0 ti, 土 2,…… 将 平面 分 割 成 可 
列 个 左 开 焉 方 体 (下 称 左 开 正方 形 )， 它 们 的 过 长 均 为 站 = 1, 


ЯТ, ЖЕП ЕЈ, WA 
IU”, (&= 1,2,5) 
IEE, ШУНА 


ха у= (п,т= 0, +1, +2, -5) 


也 把 R: 分 割 成 可 列 个 栈 责 不 交 的 左 开 正方 形 ， 其 边 长 38 为 
元 = 亏 ， 称 它们 为 二 阶 左 开 正方 形 ， 记 为 


П (k=1,2, =) 
依 此 类 推 ， 一 般 地 ， 对 自然 数 i， 则 可 将 R: 分割 成 可 列 个 两 
两 不 交 的 了 中 左 开 正 方形 ， 其 边 长 均 为 2 将 它们 记 为 
Іф (Ё=]1,2, =) 
ФАН г 阶 左 开 正 方形 ， 都 可 分 为 四 个 i+1 阶 左 开 ЈЕ Jr 
JÉ, 
2° EGE R 中 非 空 开 集 ， 对 任 一 EG, 因 p 是 6 之 
рул, Н G” 的 作法 ОҢ оов, 1 BU 4 2772-0) 
я, BA Hs 使 EI SEG, 
把 完全 被 避 包 含 的 所 有 一 阶 左 开 正方 形 组 成 的 族 记 为 他， 
fE S, 中 的 一 阶 左 开 正方 形 所 包含 ， 但 被 吕 所 包含 的 
所有 二 阶 左 开 正 方形 的 族 记 为 了 ,。 依 此 类 推 ， 得 到 一 列 由 左 
开 正 方形 组 成 的 族 ， 
Ж, R ,, е, Fas vra 
特别 地 ， 对 每 个 z, 字 。 中 的 左 开 正方 形 都 被 @ 所 包含 ， 且 祁 ， 
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中 的 ял 阶 左 开 正 方形 不 被 Ж, Жс, Fan 中 的 左 开 正 方形 
所 包含 . 
因 每 个 (x=1,2，*…) 都 至 多 可 询 ， 所 以 由 所 有 的 字 。 中 
的 左 开 正 方形 组 成 的 族 仍 是 可 列 的 。 因 之 我 们 不 妨 把 这 个 雄 中 
的 各 阶 左 开 正方 形 用 统一 的 新 的 文字 表示 为 
《di A,, ,As = А 
HRR A 的 取 法 知 ， 当 жу 时 必 有 ANA $. 


3° С= | ЈА, 
1=| 


сэ J, 是 显然 的 ， 具 须 证 G= | ЈА, 
i=] 


设 pEG, 由 2" 知 必 有 了 I pEr? СС, Mi Po AE 
АД к 中 元 来 ， ШШ ГРЕХА}, WA 


Crec | Ja, 


i=l 


得 证 G< | JA. 综 上 定理 得 证 ， 


iaz] 


由 上 述 定 理 及 其 证 阴 可 知 ， 

个 ”因为 左 开 长 方 体 的 并 集 一 般 说 来 显然 未 必 是 开 集 ， 故 
定理 7 ERRARE, | 

D Жа R' 的 开 集 的 构造 是 唯一 的 ， 但 R"(a2>1) 的 
开 集 的 构造 表示 显然 不 是 唯一 的 ， 且 用 本 定律 的 证 法 可 证 得 下 
述 结果 ， 

及 ”中 任意 非 空 开 集 G, 可 宕 示 为 无 公共 内 点 的 闭 立 方 体 
HHR. 

WREE 7 pgi Н БЇК ARA R, Ma 
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R" 中 开 集 构造 的 另 一 种 刻 划 ， 


定理 8 СЖ К" МАЕ, СИЖУ 
列 个 开 长 方 体 的 并 集 ， 即 


С={ }1, (Gw: Ылоо) 


一 [ 


证 明 对 任 一 ЕС, N p EGZAK” WFE р BHN 
域 Nå), iE 
РЕМО, DEG 
了 于 基 由 开 长 方 体 的 定义 知 ， 必 存在 开 长 方 体 I, (只 须 把 * 组 数 
4,6 121,2, уп 都 取得 充分 接近 ) ， 使 得 
LELEN д) СС (1) 
FEWER (1) 的 所 有 开 长 方 体 族 Upe 是 G 0-8 


w, AASER RERA, Uns 有 至 多 可 列子 族 (1,} 
Ши С, Вр 


G< JI, G: 有 限 或 co) 


另 一 方面 ， 冉 式 G) 知 ， 对 任意 s 兽 有 LoG. 从 而 有 
çəUJ:, (m: ЇН кў оо) 


к=] 


综 上 得 证 G= | J, Сп: 有限 或 oo)， 


ЖТР АНТЕ РУ, Е АУУР 
构 不 难看 出 ， 关 于 开 集 性 质 的 研究 可 以 转化 为 对 相应 空间 的 长 
方 体 的 性 质 的 村 论 ， 亦 基 可 以 借助 于 长 方 体 的 性 质 来 研 究 开 
Ж. 关于 长 方 体 的 手 质 我 们 是 相当 清楚 移 ， 这 样 就 使 得 我 们 更 
容易 掌握 开 集 的 性质 ， 而 开 集 央 是 我 们 今后 讨论 问题 的 重要 共 
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йн. 
本 节 给 出 的 长 方 体 必 其 体积 等 概念 也 是 重要 的 ， 在 今后 的 
Ез ЖЕ GB s, 


2) 题 


1， 实 直 级 尽 : 中 的 布 界 财 集 是 否 - 一 和 定 是 由 孤 交战 和 图 区 癌 所 组 成 ? 

2。 试 证 实 直线 А! И Са, 的 8522 88 T AS42 B) ES 
闲 集 的 并 ， 

3， 试 证 实 直线 R! 不 能 表 沟 可 列 个 两 两 不 奖 的 闭 区 问 的 并 ， 

4, 设 СС, Æ R! 中 开 集 ， 且 С,©С,, AE G, 的 每 个 构成 
KEBAT G, 的 森 个 构成 区 间 之 中 ， 

5. ЖЗА ЕЕЕ Са, р нт ЕЖЕ, НИБ] T 
BFE, EME ЕГП Со, бо, 


91 


Жм 一 ira 
143 一 ст 


勒 贝 格 (Lebesgue) 测度 


实 变 函数 论 的 中 心 问题 是 建立 一 种 新 的 积分 ， 即 勒 只 格 积 
分 的 理论 ， 

古典 数 党 分 析 理 论 , 基本 上 是 处 理 连 续 函 数 的 。 比 如 , 我们 
疡 熟知 的 上 昌 的 积分 定 疼 的 实质 ， 是 将 区 间 分 成 有 限 个 小 区 间 ， 
在 每 个 小 区 间 上 把 f(x) 近似 地 看 成 常数 ， 然 后 通过 对 近似 程 
度 的 不 断 改 进 ， 而 完成 过 渡 到 精确 的 任务 ， 要 使 这 样 的 作法 得 
以 实行 ， 就 必须 又 求 通 数 f Ge) 在 这 些小 区 间 上 的 和信“ 变动 不 
Ж”, ВЛ 必须 菩 本 上 是 连续 的 。 如 果 o “很 不 连 
续 ”， 则 不 论 小 区 阐 的 长 度 如 何 小 ， 我 们 也 不 可 能 把 和 x) 近似 
地 看 成 一 个 常数 ， 这 就 发 生 了 不 可 积 的 问题 . 

正 基 由 于 上 昌 的 理论 过 凶 的 焦 炽 了 效 数 的 连续 性 ， 因 之 常常 
使 所 建立 的 理论 不 够 完备 。 这 就 不 公使 其 应 用 受到 限制 ， 节 会 
严重 地 影响 到 理论 前 进一步 发 展 ， 如 在 歼 曼 积分 理论 中 ， 要 逐 
项 积分 ， 一 般 要 求 一 致 收 伍 性 ， 我 们 知道 一 致 疏 伍 这 一 条 性 是 
相当 强 的 ， 因 而 常常 或 者 得 不 到 满足 或 者 招致 论证 上 的 麻烦 ， 
还 有 一 些 间 题 了 世 有 类 似 的 情况 ， 

Б Ж БЕЗЕ ШЕ ЖИЕ П НЗ ЛЕ, АЖ ЖЕК НЫЧ КЕ 
的 如 的 理论 就 显得 非常 不 够 了 。 新 的 积分 理论 就 是 为 了 要 消除 
旧 的 积分 理论 的 缺陷 ， 因 此 ， 新 的 积分 理论 应 当 适 用 于 比 连续 
沙 数 更 为 一 般 欧 函数 . 

ШЖ f(x) 是 不 连续 函数 ， 讨 论 它 的 积分 问题 ， 对 函数 定 
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义 城 的 分 法 仅 限 于 分 为 小 区 向 显然 是 不 行 的 了 ， 还 应 当 考 虑 到 
新 的 分 法 ,特别 是 分 为 一 些小 集合 ， 使 得 (x) 在 每 一 个 这 样 的 
小 集合 上 都 变化 不 大 的 那 种 分 法 ， 当 然 对 于 这 样 的 分 法 ， 在 作 
积分 和 ”时 ， 就 不 能 再 用 小 区 说 的 长 度 而 应 当代 之 以 小 集合 
的 “测度 ”; 所 以 要 改进 积分 定义 ， 就 必须 先 研究 一 般 点 集 的 
测度 ， 即 页 先 解决 测度 问题 。 

从 以 上 分 析 可 以 看 出 ， 所 谓 测 度 问 题 ， 就 是 村 把 只 适用 于 
区 和合 的 “长 度 ” 概 念 扩充 到 更 一 般 的 点 集 上 去 。 对 于 一 般 的 9 
维 欧 氏 空 间 来 说 ， 就 是 要 把 只 适用 于 “长 方 体 ” (或 其 它 一 些 
初等 图 崩 ) 的 “体积 ”概念 扩充 到 一 般 的 点 集 上 去 ， 


S] 实 直线 R' 中 点 集 的 测度 


为 了 便于 理解 一 般 的 n 维 欧 氏 空间 中 点 集 的 测度 问题 ， 我 
们 先 来 研究 实 直 线 R!' HARRE, MER HRE <a, $> 
KE 2—0 这 一 概念 推广 到 А! 中 一 般 点 集 上 去 ， 
定义 1 Pia <a D 的 长 度 2-а, RARE] Са, 0) 的 测 
度 ， 记 作 
mea фу = Ë— g 
显然 对 R 中 任何 非 空 区 间 <a, 0) (a< 8), RW PIE ХЕ 
2, Н m=, 
引 理 1 设 区 间 “4, 邹 包 会 有 限 个 互 不 重 登 〈 即 除 端 点 可 
重合 外 没有 公共 内 点 ) 的 区 间 
Са, Ё, Ха бр "> аа бр 
则 | 
Dy an 0 «та, 


іє} 
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证 明 А 
а арау а, 
ЖЕ] <a; 0 Ej<a; bao PHERS, wA 
bia 1,2555, п—1) 
于 大 有 
L. = (а-а + (z, = б) ++ + (аъ ба) + (6 — 0,220 
从 而 由 


та, P> = Dm ass py + Í. 


证 得 引 理 1 
推论 1 WREKE <, D ARIADNE Æ iy E i 
ECFE D Jeens 则 有 


*m<a,, ó > =m a, Ëy 


в =] 


证 明 ARS, wA HIE, 
EX2? ÜC NES AE, M 
(gË) (人 = 1 2 ,上 А HER) 
是 G 的 构成 区 间 ， 则 称 G 的 所 有 构成 区 闻 长 度 的 和 为 0 的 测 
度 ， 记 作 


mG = Ў: а) (k, 有 限 或 co) 


Iz; 


H3E2244 38 35 W] BË ELHA: 
中 ”任意 有 界 开 集 避 的 测度 必 是 非 负 有 限 的 〈 和 参见 率 节 习 
题 1) 。 
D ШЖ <а, b 是 一 包含 开 集 G HRA, WMA мс 
mla, h), AA mG 等 于 它 的 所 有 掏 成 区 间 长 度 的 和 ， 而 每 个 
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HERE а, 2 MAg, AMASIA 1 КЕИ 1 Sim G =< 
Ça, б), 

例 1 EREI PAARE F, EEAO 1 中 
删 去 可 列 个 互 不 相交 的 开 区 闻 而 得 到 的 。 弟 期 去 的 可 列 个 开 区 
间 的 并 集 ， 即 康 托 开 集 G， 显然 是 有 界 开 集 ， 

我 们 知道 G， 是 经 过 一 系列 步 又 得 到 的 ， 第 一 步 取 一 长 度 


为 村 的 开 区 交 ( 七 ， 们 )， 第 二 步 是 添加 两 个 长 庆 均 为 地 的 开 区 
a(i 2) 60-7, £) B= 235 3mp1 43, 它们 的 长 度 
均 为 4。,， 依 此 类 推 。 状 且 我 们 知道 ， 组 成 G，， 的 这 些 开 区 间 丙 


两 不 交 ， 即 它们 是 C 的 构成 区 闻 ， 于 是 由 定义 2 ， 有 


-1l1 2 Í ....- 


HI mG = m(06,171=1. 

引 理 2 ШСЗ, (о, DSC, ШСЖ 
Ар ЕЈ (а, 8), W (а, 6) С (а, д), 

证 明 Ў «С (2, 6), Н (а, СС, ЖхЄС, ТЕСТ 
HREH (0, A), WE x€ (о, 8), БТЕ (а, с (а, А). 

事实 上 〈 反 证 法 ) , B (а, E (а, В), Ш 

8<5 

WEF ЁС (а, 5), AMA ЗЄС. REA) ЖСН 
BEA НЕС Жа. WDA <), НИНЕ оса, Б 
УТ (а, 2) (а, 8). ЗН, 

定理 1 W G, С, 是 二 有 界 开 集 ， 且 GEG, Шис 
mGa, 

证 明 ”只 须 证 明 对 任意 220, HE mG <mG, не, 1° 3 


G=, ВАН ИЙУУ. Ж GA, TRAE ЖИ О, 
G, ЖЕГУ ЛЙЛЫ ДЕК, ЭА 
{Ca i) мъ Хек Фа) yka 
因为 С, G, 都 是 有 界 开 集 ， 所 以 有 


Ута, А) = mG,< + оо 
ПЕЧ 


Ут) = mG,< + со (1) 


isi 


HA (1) ФАБ E r akuy, ВЕЕ ВУ ЕГ 
零 。 故 对 任意 >00, PREKURA no W 


Ут (ау, бу) -F mlan б) <e 


i=l ШЕП 


Ep 


mG,= Уба b) < Утба, б) +e (2) 


i=] i=: 


2° Ң GEG, 放 对 С, 的 尾 一 梅 成 区 间 Car DDEG, 
ЖЯ Unb) СС, 于 是 由 引 理 2 HL С, 必 有 了 唯一 构成 区 亲 
Се 4ь) = ÇG,, 使 得 
CEPI (ek, dk) 
今 设 G, 的 分 别 包 合式 (2) 中 (аб) G=1l,2,", s) 的 
所 有 构成 区 间 (ел, 4) 的 最 大 下 标 为 1， 于 是 显然 有 


ЫГ 了 
U (4, by = U (¿ky da) 


і=і 
所 以 有 
з, Ў 
$ m(as б.) Dm (en 4) 


іі йт 


MWAHA (2) 得 


š ri 
mG Ут (g;, ё.) te у mG dy ве тС, + e 
f=! i=] 


由 >0 的 任意 性 ， 得 证 mC <mG,, 
定理 1 说 明 ，“ 大 的 ”有 办 开 集 的 测度 必然 大 于 “小 的 
开 集 的 测度 ， 这 种 性 质 我 们 称 之 为 有 界 开 集 测度 的 单调 性 ， 
推论 2 ”有 界 开 集 @ 的 测度 是 一 切 可 能 包含 @ 的 有 界 开 集 
c 的 测度 的 下 确 界 ， 即 
"б = {тб'} 《〈C 为 有 界 开 集 ) 
证 明 ”作为 练习 ， 读 者 自 证 。 


ER? 若 有 界 开 集 G 是 有 限 个 或 可 列 个 互 不 相交 的 开 集 
的 并 集 ， 即 


А 


G= | JG; (G, G = $, ij, ЕЙ доо) 


i=l 


则 


£ 
тС = Униб, (kiA М оо) 


先 作 一 些 分 析 ， 因 为 由 定义 2 知 ， 对 每 个 G, 它 的 测度 
„С, 就 等 于 С, 所 有 构成 区 间 发 度 的 和 ， 而 这 些 开 集 G, 又 是 
FRH HERAN G 的 一 切 构 成 区 间 恰 好 就 是 所 有 
ci ВВК. 

证 明 1° 设 G 的 构成 区 间 族 为 

{app (J=1,2, от 有 限 或 оо) 
G, G£=1,2,- kk оо) 的 构 域 区 间 族 为 
(QD, aY (п= 1,2,0, Й оо) 
2° їч, С, 的 构成 区 间 САО, 上 是 ORIRE 
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mi, 
OR, 设 20, 42) 是 G, 的 构成 区 间 ， 因为 G= 
昌 Gh， 从 而 有 (5，/ 风 9 三 G， 于 是 由 构成 区 间 定 义 知 ， 只 Я 
ШЕЙ RAO, Ле С, 
假若 и? € G= UG, ОҢ n Eu, б, BAAN, ий?) 
ХЕС, ВОВА |А], ДА ЄС, К Fi; 
у» Gp ЖЛЕ, 而 д? C С, at Gu 必 有 构成 区 间 
ОИ, 7), E 
HVE AE усб (1) 
注意 到 МОЈЕ (ЛО, ОВ, ШЇ (Qu. ноо) 是 开 区 间 ， 且 
Кио, FEE 
AL, nt) 50, и) FY 
从 而 G NGA 01960,05 GNG = $ GAD ЖОЙ, Pi 
以 ЄС, 
同 理 可 证 ДОС, E Q, п) С 的 构成 区 间 . 
3° G 的 任 一 构成 区 间 (а, В) 必 与 某 个 G, 的 某 个 构成 
区 间 GY, aM 相等 。 从 而 结合 2” 知 ，G 的 一 切 构成 区 问 
BEENA G, 的 构成 区 间 的 全 体 。 
事实 上 , 设 C2j;，PN) 是 6G 的 一 个 攀 成 区 间 , B. хЄ (а, B>. 
8 G= UGi， 故 必 有 某 个 G, 使 xEGs， 从 而 б, бй 
KE AP, дї?) 使 
x€ (И, pP) 
HBA x€ (а, 8), RA 
(а, PNN AHR, y> $ 
882° 3 UP, abi G 的 构成 区 间 , 于 是 由 构成 区 间 
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的 性 质 知 
(а, 8,) = AP, л) 
4° # 2° МЗ” ИАТЯЈТЖ ШВА, 1% 
mG =Y, Мт, н?) 


t=] a=] 


但 
Ё 
Pm (QD, 0) = тС, 
及 而 有 
А 
тС = Ус, (有 有限 或 co) 
定理 证 毕 。 


定理 2 记 反 上 映 的 性 质 称 为 有 界 开 和 集 测度 完全 可 加 性 。 旭 果 
把 定理 3 的 条 件 放宽 些 ， 即 当 不 要 求 两 两 不 交 时 ， 则 得 到 比 定 
理 2 较 广 的 结果 ， 如 定理 3， 

E3 ИБ BC I, 27 被 有 限 个 开 区 间 {is H) hen 
(М„={1,2,+е, ap ВГ, Mi 


ё — a= т (Са, р<Ут(2., №) = У: ~ А) 


#=} i=] 


容易 理解 ， 只 须 在 Ca, P BOB S (As Khen В 
РЕВЕ (io u) hen (<), WETER HSA 
FER Ao ш) 总 包含 着 相 邻 的 前 一 个 开 区 间 (45， si) 
的 右 端点 ， 显 然 由 此 即 得 


в-а Ун (由 


是 三 ] РЕ ， #m1 


证 明 1° 对 于 [ae 人 的 左 端点 4a， 因为 (Л) ем, 
E Ca, 5) BM, Wap pide (Ан), (ас (Ану), 
FIs UNA Uo Ва). TES 
aC (Àn, Ba) 
АША, <а<и. TE, 3uí2>5, 显然 有 


6 — a<, — Ж, < Gu - 4;) 


ВРАТ. 
н<, Ща Є Са, #1, REME (А, 64) hen Е 少 
Т-А B], WIE ды), 848 
Bn E (а, на) 
МА. <<, РЕ, ЖН. 222, BI (Аа), СА ны) 
БЕЖ. 
Яно, Ши. С Са, 23, AWA (А2, да) 上 ew 中 必 存 
#— А Б], Es ú), В 
А.Є (А Шз) 
АЛ А, <<. 
ШЖ, на, ЈО. E HS, 则 我 们 可 以 再 进 
F КЖ РЕР. A {r aj) as, НАНАВА Б, 
ШП АЛШ Н Б K tH АЕ р уе НК ЇН] ЛЯ 同 
《因为 选 出 的 开 区 向 的 石 靖 点 是 严格 增 天 的 ) ， 所 以 上 述 选 取 
手续 不 能 无 限 次 进行 ， 进 行 到 / ЫҢ, BRDA 
(А ш) € UQ, р) pewa 
使 得 
Hi>6 而 n Q< 
2° 1° ФУМ СА, soles, PEHR A" 
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开 区 间 组 成 的 族 为 4(4， 上 yicwr WREE HHRH, 
Н. 
Ан ваб 1,2,5, 1-10) (图 3 一 1) 


图 3-“1 
i-l 


: 
> 《 一 А) «УК, _ ИИ, + (Си, 一 An) =н, – А, 


isi й=! 


KA 
Hir— А220 – а 
ВТЕ 
а # 
> Gu- A) EY, (ш = АУР, -An ha 
wan 


=l 


引 理 证 毕 ， 
引 理 4 设 区 间 (z, #) 一 UG, G; CAIR (7=1, 2, 
"kik AW) , П] 


”(в,&) 多 mG, (h: i оо) 
证 明 1° (а, 2) = cG，( 避 有 限 或 co)， 只 须 证 明 对 
任意 e>0、 恒 有 Е 
m, БЭ? mG; + ë 


f =l 
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为 此 ， 不 妨 设 每 个 G， БрДУ В] (СЛ, a kw, 


2° 设 << ZZ, 于 是 有 


Cate, 6ó—e]JC (z, 5) 
由 1” 显 然 构成 区 间 族 
AS, aD) р G =1,2,-,. Ë ВТ Ын оо, л=1,2,-) 
Jë Cate, 6-е) HRX, FERB OESIE 3 CR RUE 
Ж) NIY E 4 SJ RR P< lB] 
人 
fm Cate, 2 一 5。 从 而 由 引 理 3 有 


p М: 
b-a- 22У mt, и) 


了 一 上 =] 


pp 


A M: 
„У, "о, ut pne 


=li I 


于 是 有 


Ë М: 


å -- a<! т (42, н?) + 2в 


r=]J=—1 


й = 
«У AD, uP) + 2e 


i=l =] 


-FF AP, u ) +2e 


i=j n=} 


£ 


= ywGi+2e HMR) 


Щщ 220 的 任意 性 ， 得 
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„У мб, (ARR oo) 
зн. 
E3 设 有 界 开 集 G= 0С, б, 是 AM 开 集 (上 :有 
воо) , MH 


& 


G<? mG, ARRO) 


e=] 


证 明 设 G НЕН ОУ {(а,, Den 于 是 
mG = У, таз» Р) 
I= 
EHARA 
Can ÈD = (ар Бу) П (UG;)= Yan УГ С 
КАЙ С, Gpp ПС, YEGANE, 于 是 出 引 理 和 有 


4 
т(а Ё) < mÍ Cas, б) NG:) 
i=] 


因此 有 a 
mG = У mian 23) <À} тб, 27) nG) 
izi f= i=l 
-y [y m( (ap 62) бб) (1) 
i=} j=l 
я- 0, WAA 


С, = бй С = СҮЙ (0, у) 


= LU (a; Рр ТЕС 
=i 


因为 Kan 20) зел Ж G WHAREKAI Dx 
(а, #0) 0 аа, ё) = Ф Ст) 
从 而 有 
Clan DOGANE Am, ё. ПС2 = $ (1 m) 
于 在 由 定理 2 有 


[Cai ЮП СД = mG, (2) 


2=1 


OA (1) Шз, (25) ， 得 证 


zsG< тб, AMRO) 
定理 3 所 反映 的 性 质 ， 称 海 有 界 开 集 测度 的 次 可 加 性 ， 
下 面 我 们 讨论 有 界 团 集 的 测度 问题 . 
EXI 设 F 是非 空 有 界 闭 集 ， 任 取 一 开 区 闻 (а, 2), 
(a, ё) >Р, $ 
G= {a - F = (a, Py ñ е F 
显然 G EARR, WE (2, РАКЕ G 的 测度 为 
的 测度 ， 即 
mF =b — a mG = Ë — 2 mila,d)— F) 
机 以 证 有 明 、 有 有 界 闭 集 工 的 测度 与 开 区 间 (а, D 的 选择 无 
关 ， 这 在 几何 上 来 看 是 很 显然 的 ， 
H2 ” 设 有 晃 闭 集 王 基 闭 区 间 с1, 2), ЖЕ Ħ 
(0, 3) HF. MA РС‹0,3), < 
С= (0,3) -F = (0,3) - (1,232 = (0,1y U (2, 3) ` 
A (0,1) Y (2,3) = H, TEREM? A 
mG = т(0,1) + т(2,3) =1+1=2 
ЖАҢ ЕЗ 3 
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mF = т1,2)=-3-0- mG =3-2=1 


当 取 开 区 间 ( 寸 ，4 ) 时 ， 显 然 ES (2, 4), e 


_ _ _1 _7 BL 
mF =m C1,2]=4 > mG = 可 y =1 


з 设 王 是 康 托 集 ，C, 是 康 托 开 集 ， 取 开 区 间 ( 一 也 2》， 
Дс ( 1,2), F 
@= 0-1,2) - Р = ( -1,2) — (С0,17- Gə) 
= (0-1,0) U (1,2) UG, 
БЕЖИ ТЛА ЕН, TEDE RALA 
mG = т( 1,0) + (1,2) + т6,=1+1+1 = 3 
从 而 
mE =m(-1,2)-mG=3-3=0 
H 38 992 知 康 托 集 下 ERA ERE Bus Sr E, jk 
说 明基 孝 为 。 的 点 集 ， 其 测度 可 能 等 于 零 ， 这 一 事实 应 特别 注 
Ж. 
例 4 设 F 是 有 限 个 互 不 相交 的 闭 区 间 的 并 集 ， 即 
F=lan #00680, 700-0 Саа, б 
Hp 4258, Са, 0 П Са, b= $, W 


mF -y MEd Ё) „У, — a;) 
i=l i=} 


ЕН ”作为 练习 ， 读 者 日 证 ， 
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定理 4 有 和 界 闭 集 F 的 测度 是 非 负 的 ， 妈 对 任意 有 界 闭 集 
Р.Д  тЕР>0, 
证 明 ， 设 是 有 界 闭 集 ， 任 取 开 区 间 (ч. 5) ОР, ФС = 
(a$) 一 工 ,从 而 结合 定理 1 有 
GO (g, ё), тта, b) = Фа 
Т Я Еи ЖП 
mF = 6 — a- m(z 2: 0 


定理 5 ШРЕК, ДШ, BF, F,,W mF «ер, 

证 明 ЈЕ [8] (а, #у—оР,, (а, 2) Е, 
Л 

G= (a, #у-Р, С,= (2,6) - Е, 
ШС, 26, (ЯЕСЕ,), TEREI Ж т ;>шС„ JÁ 而 由 
А ДЕ е УП 

mF, =b =a- mG, <ë - a — mG,= mF, 

定理 5 ВТЕ РЕЛ. ЖОЛЫ УКИ MI ЕЕН SA E, 

前 商 我 们 给 出 了 有 界 开 、 闭 集 测度 定义 ， 并 初步 讨论 了 它 
们 的 最 基本 的 性 质 ， 进 而 将 研究 R' 中 一 般 有 界 点 集 的 测度 问 
АЙ, AAA BATAR. ЖИЛЕ. 

定义 4 ШЕЖЕ, ШАК E j Bar pr 集 
的 测度 的 下 确 界 为 E 的 外 测度 ， 记 作 

?EE = іт), СТЯ 

BAR ARANE E S uj A: 

DERRAME E, CHIRE m*E MTE, B 0< 
m*E < + eo, 

加 着 P= é, ШЕ = тиф 0,  Ф©0Ф, EFmë= 0, 从 
而 有 有 mw*$ = 0, BENTA, MWR PREA Ra, 显然 
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{{т*{а} =0。 事 实 上 ,对 任意 e>0 900) (а -m 2+5), А 
10 
От {а} = {тб} Kma- 54+ >) == 
IHz2>0 BE RTE, S9mtiay= 0, 
VEH POR, ЖЕ Е:>0, ШШЕ TA, 
必 存 在 有 有 界 开 集 G,; 使 BS5.,， Ңа*БЕ=тшС,<т*Е+е, 
ЖА» ШЕЖ— 11 P E, ШЕЕ tu S BQ SBI 


的 上 确 界 为 B 的 内 测度 ，、 记 为 
"Е = sup{mF), FA AF) WẸ 


HAJAR Р W| E E A: 

Q 因 空 集 和 是 任何 点 集 的 闭 子 集 ， 且 因由 =0, KIHE W 
ARARE, ра, ЕНЕ, НЖост,Е< +оо, 

D 对 空 集 $ 显然 有 ws = 0, BERTE. MYE 点 集 
(а), Ша ЖЕЛИ ДАН E (20919, КЕЕН ла) = 0 = mo, 
Ama Y = 0, 

© WE MA HE0, HEB W Ў Е 定义 
9, ДЕЙ ВЕ, ЖЕРЕ, HMB- e<mF. нЕ. 

定理 6 БРА Л AR, Ши, ЕстеЕ, 

ВПЛ Ahir; ШЧ. ЯШЕ, АЙШЕ F Ë: 
不 等 式 成 并 

sup{mF} inf{(mG)} (1) 
Hp F N BDE, CHERT. д, (1) 左 端 是 一 数 集 的 上 确 
界 ， 去 端 是 一 数 集 的 下 确 界 ， 训 签证 式 《t ) 成 立 ， 显 然 需要 
证 明 左 端 数 集中 的 任 一 数 部 不 超过 布 端 数 集 中 的 任 一 数 ， 即 需 
证 明 对 任意 闭 案 上 对 和 任意 有 界 开 集 6G 过 26， 慑 有 
197 


жтт 

ШЖ (2) ул, ИЯ НЕ—ЖШ ЭЛЕ СОБР, # 
зир{т уст 

由 GE 的 任意 性 及 式 (3) , #18 
supimF)<int(mG) 


(2) 


(39) 


证 明 1° 设 E BARAR., CEREUS ЕШ {ЕЖЕН 
Ж, РЕ 是 被 EE 包含 的 任意 闭 集 ， 即 FC ECG. GEEH 
жЕ тб 


(1) 
Ж, ЖЕШ] (а, 2) 26, W 
КЄЕС СС (а, $) | 
从 而 有 
(a, b=GUCta, 人 一 了 (2) 
ТЖЕ И ЖИ $Ë BS НЕЕ SL r 


mF =mü(a, ё) ~ m((a, Р) ~ Б) 
县 由 式 (2) БЕНЗ 
(а„ё}тб + m( (a, б) — ЕЭ 
结合 式 《3) É (4) 得 mF=<mCG, 
2° H1%BA (1) 可 知 ， 对 任 一 有 界 开 集 СОЕ, й 
sup( =F y<mG (5) 
HA (5) 对 任意 开 集 CDE ERY, MOH 
ME = sup (mF1<infí mG = т*Е 
ume å 7 ы 
前 面 已 经 提 及 ， 对 任意 有 界 点 集 EE， 它 的 内 测度 mE 和 
外 测度 м*Е 总 是 存在 的 ， 且 由 定理 6 知 它们 的 大 小 有 加 #E 志 
т*Е Ж. ERE, WKE mE<m*E 和 和 mE = m*E 成 立 
[б КАЖ E EF E, НАННАН ХАЈДИ A m E = мБ 
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(4) 


ТЕЛЕЕ, УОИ, НИ w*E H ERME, 记 作 ww， 

因为 我 们 主要 是 讨论 更 为 一 般 的 R" 中 点 集 的 测度 间 题 ， 
自然 有 ”中 点 集 的 测度 性 质 都 适用 于 А' 中 点 集 情 况 ， 因 之 对 
R 中 点 集 的 调度 问题 在 这 里 就 不 再 作 进一步 的 讨论 了 。 


习 题 
1、 试 证 任意 有 界 开 集 人 的 测 成 必 是 非 负 有 限 药 ， 
3。 实 直线 上 至 少 含有 一 个 内 点 的 集 E Тү ӨРЕР? 


3。 设 上 上 赴 实 直 线 上 不 可 测 集 ， 有 4 是 测度 为 零 的 集 ， 则 ED Z A D 
ААР. 


4. 设 ESR) Н mE>0 HES Е 中 必 含 有 有 区间 


5. ® А 是 一 个 具有 正 油 度 的 可 测 集 ， 则 А 中 必 有 两 点 x Чу, 
此 两 点 的 距离 为 一 有 理 数 .， 


65, ЕЖЕ КАЛЕ, Ж т Е=р>0, ИТЕ—ЛОТРЁ 
ЕЎ 9， 必 存在 上 的 子 集 E E m*E, sq. 


52 及 中 点 集 的 内 、 外 测度 及 其 性 质 


ТЕЎ ИПИНЕ АТ RE 中 有 和 界 扩 储 的 测度 问题 ， 在 此 
基础 上 ， 从 本 节 起 将 进一步 研究 R” 中 点 集 的 可 测 性 ， 为 此 首 
先 给 出 R” 中 点 集 的 内 、 玫 测度 概念 ， 

定义 1 HEE R” fhn, I, L, IT, jk R" rB 


一 列 开 长 方 体 ， 且 ЕС UJ WA е Е a 


w =! п =! 


(+оо), 所 有 这 样 的 数 o 组 成 的 数 集 显 然 是 下 方 有 界 
Kp AATAS. Wa TRARA ENAR, IiE 
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简 记 为 
m*E=inf (D111) 
ШП УШ өф :р 
O R" т ЕЕ ЖлЁЕ, НУШ, Вост" Е 
+ оо 


© ”由 下 确 界 定义 知 、 对 任意 开 长 方 体 列 {L} ， 使 ES 


Uin мне Уу HER e>0， 必 相应 地 在 


а] m =l 


在 一 列 开 长 方 体 {Is}， 使 ЕСУ 1, H 


=i 


У ПШ] жЕ + e 


a=! 


关于 外 测度 ， 有 下 列 四 个 基本 性 质 ， 
(D Оста +оо; F=4, WA т#Е- 0, 
(Р ШЖ АВ, WL m* Арт D; 


(рф a (Ол.)<ў m* Ans 
=i а=] 


(N) ЖА. В ВЕЕ pC4, B0. Я 
m"* (AU В) = m* À + m* В 
性 质 (1) BARV. 
性 质 ( 卫 的 证 明 ， 设 1, L, <, I, … 是 任意 一 列 开 长 方 
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Ж, H AS U 1,, I AƏB, Bu ВЕ 01., 于 是 由 外 测度 
定义 有 


m*B<Ý |1] (1) 


注意 到 AC 01, RR (1), BRA 


ТЕА 


性 质 ( 了 的 证 明 ， 只 须 证 对 任 一 6220, rT 
(Ua. )< "л. +E 


都 相应 地 有 一 列 开 长 方 体 


Es n Ts уу е, 了 


| с! 
m*B<iní > |. 


HS Ў ne Lmt A, + а 
а= | 
从 而 有 
U a. S UU... 
县 
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"Унча, y 2 Pra 
但 由 (ED 及 外 测度 定 义 有 


“Ол. )<=* [ Ой. УУ.) 


6K=l==i 


于 是 有 


„(\)л„)<ўу mt Aate 


=t 


由 s>>0 的 任意 性 ， 得 证 m (Ua. )<ў An 


a=l 


РЕЛ (IVRE: ВО 
m*( AU В) <и А + m* В 
故 只 贫 证 те САЦ В) мА + т*В, ЛЯНЕ) Ж PF 
ОСА, В) 20, ЖЕФ {ЕК 2220, BA 
m*( AUB) + e2>m* 4 + те В 
为 简便 起 见 ， 仅 就 R' 的 情形 证 之 ， 
由 外 测度 定义 知 对 任意 ae>0， 机 应 地 有 一 列 开 区 间 J 本 上 
a ln 59. df 


ULƏ AUB 
=] 


2% 


设 о(4, В) =4d2>0， 现 将 上 面 的 开 区 间 І, ARWR: 

1°, 1, BKE IL <d Baik, WH Xl, 

2°, 1, 的 长 度 [L 24 HE WA G”. А[12°Ж 
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中 的 每 个 Г, WB y OE ӨЫ R n EH 
都 有 (8.1 <d, 然 后 ， 再 将 这 些 分 点 用 有 限 和 多 个 小 开 区 间 -, 分 
ЭЧЕ, ERA |Z, [<d НД 


У EA <> 
EA i$ Jy ЛЕЛЕ. КАЕ, REEE E BB 68 Jp 2105, 
于 是 我 们 得 到 三 种 类 型 的 小 并 区 闻 ， 
第 一 种 ”属于 1 "类 的 小 开 区 间 ГЫ 
种 二 种 ”把 2 类 中 的 小 开 区 间 芒 *， 用 有 限 多 个 分 屿 分 得 
的 新 的 小 开 区 间 д», 
第 三 种 ”包含 分 点 的 小 开 区 间 27, 
显然 上 上述 三 种 小 开 区 间 组 成 的 族 仍 是 可 列 的 ， 因 此 我 们 不 
妨 把 它们 用 新 的 文字 统一 记 为 
上 
不 难看 出 这 列 小 开 区 间 k) RA TEEM: 


01) U ,Ə U > =AUB, 


i=l PEŞ] 


а) k <d, 


dii) уны < I, РЕ +e 


БЕН 


< w* СА) В) +e] +e, 


因为 (4 В) =, 而 各 小 开 区 闻 的 长 度 [А] <d, A 
PLAB) 的 定义 可 知 ， 每 个 k 都 不 能 同时 含有 和 В 中 的 
Mo TERREA] А, kn +< &, ` 机 分 为 两 组 ， 

HA FARAR, EH 
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Én Ёё, эт» Ё т 


ЯСЕН, A BEAK, WA 
Emis Emz э, йы» `". 


于 是 有 


Јарл, U Ë PB 


J=1 
БАШ ДЕЗЕ 
m*(AU B) + 2є7> У | kr |= УЕ, |+ Ài lkal > 
fs] i=l izi 
Tm ZÍ + те B 
[H 2220 的 任意 性 ， 有 
m* (AU В);=т* А + т*В 
综 上 得 证 m*( AU Ву = мж АВ 
ЖХ? RER К-ДЕ, ТШЕН KE. Jr Ж, 
Is l +, 1 AIREA, I-ES r,, MKE 
1 PL 
sup{ 1-1.) 


rac т, 


meB= sup{ |1] -2 } 


Hi ЕЕЕ ард, 
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© 因为 171 -D 11И s I-E W 


开 长 方 体 列 (L) 取 的 ， 且 显然 》 L 的 值 越 小 , 1А У IL 
的 值 越 大 ， 所 以 有 К 


m+ Ë = sup firi -$in }= Д -ini (y: и} 


= | —#m*(I— Е), 

D ”内 测度 也 共有 和 外 测度 基本 相应 的 一 些 简单 性 质 ， 但 
HRIH TEE, PRE, 

R” AARRE 内 、 外 测度 概念 的 直观 意义 ， 分 别 相当 于 
帅 贺 的 肉 接 多 这 形 的 曾 积 和 外 切 儿 过 形 前 面 和 来 近似 栅 的 面 
E. ПУРЕН ЕЛА УРЕ р Р" Вт, MAd 
度 表 示 的 就 是 从 里 面 往 外 面 
“Ж”. 我们 仍 以 平面 中 的 点 
集 为 例 来 说 明 内 种 度 的 情况 。 

ИНЖ E* 中 有 界 点 集 ， 
I 是 包含 号 ШЕ. T, Is 
Өө, Ја» Ва I-E 的 一 
ЖЖЖ, Н ж ЕСІ, 图 3 一 2 


了 ~ E= UJ L, БЭ Ж I св, 而 这 个 I- Ji 


ж=1 к= =l 


就 有 图 的 内 接 多 边 形 的 作用 (图 3 一 2) 。 


J S 


1. Ж I BENA, Emn |H. 


115 


2. ЖЕ BEREA Ié, WL m*tE>0 m I 20, 
3, È Еа, MU m*E 0, 
4. È FE, E, 是 任意 二 点 华 , 且 共 中 至 少 有 一 个 集 的 外 测度 有 限 ， 
wi 
те, К,ур=т*ЁЕ,-т*Е, 
5, WELO 1 h my СЕ И) AE 1, 
6. КЕ ЈУРЕ h ИЕП ЗРНО Ty p T. 
T. Ж mtA=0 则 于 任意 点 集 召 ， 恒 有 
ALB = тев 
8, Ж mE NE, =m*(E,NE = 0, Mi 
т* (E, UE,) = (Е, ПЕ,) = m*E, =m* E, 


$5 可 测 集 及 其 性 质 


在 $2 中 我 们 引入 了 R* 中 点 集 的 外 测度 和 内 测度 概念 ， 就 
某 种 意义 来 说 ， 这 两 种 测度 已 经 都 把 “体积 ”概念 推广 到 一 般 
的 点 集 上 去 了 ， 但 这 两 种 测度 都 不 能 满足 我 们 建立 新 积分 理论 
的 要 求 ， 比 如 由 外 测度 的 基本 性 质 (IV) 知 ， 两 个 点 集 A, BE 
外 测度 可 以 相 加 的 条 件 是 оСА, B) >>0。 人 们 已 经 作出 反例 说 
明 p(A,B)>0 的 条 件 不 能 减弱 为 АПВ= 凶 。 但 是 根据 我 们 
处 理 长 度 、 面 积 、 体 积 问题 的 经 验 ， 只 要 两 个 图 形 不 相交 时 ， 
它们 的 面积 长度、 体积) 就 应 该 是 可 以 相 加 和 的， 特别 是 不 相 
交点 集 的 测度 等 于 它们 的 测度 的 和 ， 即 测度 可 加 性 又 是 我 们 定 
义 积分 时 所 必 不 可 少 的 性 质 . 

人 们 发 现 破坏 外 测度 的 可 加 性 的 集合 同样 也 破坏 内 测度 的 
可 加 任 ， 而 且 对 于 这 样 的 集合 来 说 ， 一 定 有 mxB>>msE， 这 也 
襄 是 破坏 测度 可 加 性 的 关键 所 在 。 我 们 称 使 m*B>>msE 成 立 
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ЛАЗЕ ЕА ST ЖШ. ЗР КИЛ. 
定义 1 ВЕБ R" 中 有 界 集 ， 若 m*E=mE, ШЕ Е 
为 有 界 可 测 集 ， 此 时 并 称 三 的 外 测度 全 RAWE AEH 
测度 ， 记 作 
mE = m*E = ME 
О АЗЕ TM, A о mó = 0. HERAA ARE, ін 
ЖтїЕ 20, 
定义 2 ЊЕ ERRAR, 车 对 任何 长 方 栖 了 ,ENI 都 
是 有 界 可 调集 ， 则 称 E 为 无 界 可 测 集 ， 
议 后 我 们 把 有 界 和 无 界 两 种 可 测 集 统称 为 可 测 集 . 
定理 1 AR Е 可 测 的 充分 必要 和 条件 是 对 于 任意 点 集 T， 
інж 
т*Т=т*(Т ПЕ) +m*(T AZE) 
证 明 АЮ. X: F Et uEBB a S i 2 8 БЕА U, 
定理 1 的 条 件 对 于 可 调集 是 充分 必要 的 ， 当 然 这 一 条 件 也 
可 以 作为 可 浏 集 的 定义 ， 惧 后 我 们 将 经 常用 它 来 检验 上 态 集 的 可 
WTE. 
定理 2 AE E nrMD6 S p k Sath ka pir AS E, 
BC Е, EF 
m*t( 111 Ву = жт A + m" B. 
证 明 必要 性 E E EWE, KERIA, WERA 
Ж Т, {НҢ 
AT = * (ТГ E) +т* (ТП @ E> 
& Т=- АЦВ ASE, Вс#тЕ, 所 以 АПВ= é, 
Ang#E=%4, НВПЕ = ф, МБ 
TNE= (АЦВ ПЕ= (АПЕуУ (ВГ E)= A 
ТП#ТЕ-= (АЦВ) ПЕЕ= (АПЕЕБ) (ВП #E)=B 
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于 是 有 
m*( AU B) = m* f = m* (TAE) + m*(T N # E) 
= же Í + m* B: 
充分 性 ”由 证 理工 知 ， 只 须 证 明 对 任意 点 介 T, E$ 
т*Т = m" (ТП E) ткт @ E) 
事实 上 ， 对 任意 点 集 T, $ A=T0üE, В=Т Пе E, WJ 
显然 有 
AUB= TNE UTN gE)=TN (BU ZE)=T 
Я AZE, BEZE, 于 是 由 条 忻 知 
MIT = mw* AUB) = mr* + те В 
=**(T (YE) +m*(T APE), 
定理 3 点 集 E 可 测 的 充分 必要 条 件 是 补 集 EB 可 测 。 
证 明 必要 性 因 E 可 测 ， 帮 对 任 音 点 集 THH 


m*T = т* (TNE) + m* (ТП FE) (1) 
HEA 
m*(T NE) +т* (T Q @ E) 
= m* (T A FE) + m* (T ) # (gE) (3) 


于 是 对 任意 点 集 Т, не 
mT =т* (TAFE) +m TN СЕ НУ) (8) 
ЖШ ЕНД FE 可 测 ， 
充分 性 Н ZE ШШ, ЧҤВЕ Т EHR (3) 
R, AWHA (2) 知 ， 对 任意 点 集 T HAA (1) 成 立 ， 
所 以 E 是 可 测 集 , 
定理 4 WE, E, 者 是 可 测 集 ， 则 ELUE, ETH $ 
HHE ENE =p, 则 对 任意 点 集 Т, EF 
ЕСТ ПСЕ ШЕ) УЕ m* (T NED + m* (ТП E,) 
证 明 KUE ЕЦЕ, 可 测 ， 内 须 证 明 对 任意 点 集 Т, JE 
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т* Т = т* СТ NN (EU ED)I+ н* ЕТП @ (E, U E,)2 
事实 上 ， 有 显然 对 任意 氮 集 T 与 E,，E, 之 间 有 如 图 3 一 3 
A=TAE Е, В=-ТПЕ,- Е, 
С=ТПЕ, ПЕ, D=T - Е,- Е, 
于 是 有 
T=AUBUCUD 
AUCEE,, 
BUDE, 
因为 ETN, WA 
mT =m" (T [| E.) 
+т*СТ NZE) 
(Н, TNE, = AUC, 
TAFE =BUD, KA 
mT = m" (A LJ C) 图 3 一 3 
т*‹В\) D) (1) 
Ж T, = AUBUC, W T QE = АЦ С, Т,П е ЕБ,=В, {н 
E uj ЖЖ 
m*'T = т T YE, tw* (T AZE) 
=m*( A UJ C) + т®* B 


ИП 

m*( AUBUC)=xm*(A UGC) + m* B (2) 
HgT,=BUD, WAT: 0E, = B, TAZE =D, WE, fi, їй 
有 

т*Т,=т* (T, Ep +tm*( T, 0 Z Ep = m*t B + m* D 
Ёр 

m* (B U D) = ж*В + m* D (3) 


119 


FA (2) Ж (3) 代入 式 【1)》 , 得 
mT = ж*САЦШВЦС) + m* D 
而 AUBJIC=TA(EUE), D=Tü (E, ЧЕ), 于 是 有 
m*T = m*(TNA(E, UED] + т* ТС е (E UED] 
ЉТ ТЕВЕ КАЯТ Я, Е.Е, 是 可 湖 集 . 
因为 ENE =, TÆ EC gE,, ЕстЕ,, 从 而 对 任 
HART, A Tn EC E, T EC ЕБ, XA E, Will. КЩ 
ЯН 2 知 ， 
m*CTA (E Б) = СГС Ey UCI A Ej 
=т* (ТГ E) +m* (T Е,) 


推论 1 ”如 果 E，L= 1 2 及 都 是 可 测 集 ， 则 UE, 
也 是 可 测 集 ， 并 且 当 已; E = ó GA) Б], УНЕ ӘТ, {Н 
有 


"*|тп (U Е,)] -rn 


证 明 显然 有 限 次 重 改 应 和 用 定理 4 ВГА НА, 

定理 5 ”如果 Е. ЕЛКИ, ШЕЛ Еди R, 

ШЕ 由 定理 3 知 ， 只 须 证 明 多 (BNB) w W). 因为 
#(Е,ПЕ) = @eE,U #E,, AMRES @ E,U  Е, TN, 

事实 上 ， 已 知 E, E, 都 可 测 ， 于 是 由 定理 3 知 FE, 
FE, т. нша ДЕБ, e ЕЙ, Aie EN E 
可 浏 。 由 定理 3 ENE 是 可 测 集 . 


推论 2 WREG- MENDE, W (рвав 


ЖЗ Ж. 
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证 明 F ME, G: = 1,2,.…, я) рар, 从 而 由 定理 3 知 ， 


TE, 党 可 测 ， 于 是 由 推论 1 知 | jz 也 可 测 ， 故 ((1E;) 


- (eE mH. 再 由 定理 3 a 们 已 是 可 测 集 ， 


显然 ， 有 限 次 重复 应 用 定理 5 КЕРТЕ КИЕН Ж. 

定理 6 ШЇ E, E, 都 是 可 测 集 ， 则 E,- E, {ДЕНТИ 
#, 

证 明 BA E, Е,, 都 可 测 ， 于 基 出 定理 3 及 定理 5 XI, 
E 1 客 上 ,可 测 、 但 E,-E,=E,n @E,, Wk E-E, дая, 

定理 7 《测度 的 单调 性 ) ШЯ E, Е, А, НЕ, 
E,, WD mE SmE, 

证 明 Щн ЖИНЕЛ, mE =m*E, mEË,=w*E,, 
从 而 只 须 证 明 w*E <m*E,. 

FRE, БЕСЕ, МНК ВЕЕ П) 41, m*E < 
т*Е, MA Е, Е, В, WA 

жЕтЕ т* Б, = mE, 
定理 8 (测度 完全 可 加 性 ) WR EiG=1,2,…} 都 是 可 


ШЖ, Н Е,ПЕ;=ф Gj), 则 JE; 也 可 测 ， 且 


ны 


m( Uz) = Ўв, 


证 明 首先 证 明 \JE, 可 测 ， 为 此 ， 册 定理 1 知 ， 只 须 证 


明 对 和 任意 点 集 I， 恒 有 
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m*T =m" [TN (Us)] етпе LU 
TÆ, RANEM ERENDY, нвн 
ТЕЛЕДЕ РАТ: HEI 1 知 ， 对 任意 自然 数 s, Ur, 
РЕГ, КАНЕ АЖАТ, EE 


Tom [rn (Ов)]+ (тае (UE) 
>=*|T n (U) + нета (Ов) 


#=1 


БУМ Е) + m*| Tn г (Us?) 
因 对 任意 日 然 数 л, PETEAR, w >c 时 ， 有 


mT Pmt (TAE rm*|TN 多 (Ов) (1) 


义 由 外 测度 性 质 ( 丰 ) 知 ， 


Yarn E по | 
i=j i 二 1 


-=[ra (Ùe) 


了 三 | 


于 是 证 得 


“т> {тл (Ов) [тле (O) 


вава < на, эь, атте то (Ов) u 
і 
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[rne (Us) 


‚› ЖЩ ЕТЕШ CE) Я, 


пеят (Us) + m+ [TN g ( 


Ов) 
综 上 证 得 对 任意 点 集 T， 恒 有 


m*T = m* [TN (Uz) + "*[тп е (Us) 


HUETAR, 


HREH m (Us) = YE, 


ЖЕЛЕ УЛЕЙ, 2 T (ЈЕ, ЙИНЕ Т 
w, H 


i=] 


i=l 


TAg (U E,) =, mTNED) =m*E,= mË, 
因 对 任 演 点 集 T， 前 面 证 明 部 分 中 的 式 (1) Ей, ЖМ 


T= UE, 应 有 


т (Ов) a mtT Bn TNE) 
fi 


i 二 | 


+> {гае (Ов)] 


хк | 
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= У „в, +т*ф = Ув, 


s= р i=] 


ЕА: 1 a: W EG =1,2;, +), UE; йер WU, 故 
IH n) 8 Я И ДР ЖОЖ УКИ И ЛЕ СЮ S 


п( Ов) = "(О в) У не - YB, 


Sa F E ИТТЕ BF EE, 


推论 3 WE EG =1,2,…》 都 可 测 ， 则 JE; 也 可 测 . 


证 明 аиан E, 化 成 互 不 相交 的 可 列 个 可 测 集 的 


并 集 ， 为 此 ， 令 
3 =E, 5„= Ea Е-Е, (#=2,3,.") 
W) 5„(л=1,2, …) 都 是 可 测 集 ， 且 有 


(JE, =E,U(E,- E) U(E- E,- Ep ues | Jš, 


#= ү 


很 明显 ， 当 sm W, A 5,15, 06, Ж ЩЫ ЕШ в Jy, m 


кі 


m, ЈЕ, Gr. 
TRI ШЖ E.G = 12;…) 都 是 可 测 集 ， 则 人 门 已 也 是 
izi 
可 浏 集 . 
证 明 因为 
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NE= e(n) (Оев) 


ВЕ я ТЕ, 可 测 ， 从 而 每 个 EB; 部 可 测 ， 于 是 由 推论 3 A 


r 


U gE u MJ, ie (Ú) zB;) 可 测 ， ВП (Е, 可 测 ， 


= =] 


定理 加 设 01) E, E,, ША Epo 基 一 列 可 测 集 ; 
GD BEECEES…，E- ЈЕ, = Нав, 
=} 


(iiiy 了 是 在 一 点 集 。 则 
т* (Tr) E = limm*(T N E.) 


ШЕН {ЕЕЕ > ЗИ. BLEESE, IAEA MT, A 
ТПЕРТПЕ,, Ат 
m* (ТГ Бу=т* (ТОБ) (я = 1,2,9) (1) 
RA T IE, BT NE, МЫ w*(TN Enap am (ТГ E,) (s= 
1, 2, >), ШШ] (m* (TAES) дЗ АЧ, 从 而 极限 
limm* (TA 五 存在 〈 可 能 为 + =), ТНУ (1) JH 
m* (TN E)yzlim=*(T n E.) 


ВСА. В, ЖЕ 上 使 mr* (站 ED = +оо, Д 
论 成 立 ， 不 妨 假设 z* TNE < +оо (s=1,2,-), 
名 为 BE。 三 吾 ， 故 对 任意 点 集 I， 恒 有 

ТПЕ,= (ТПЕ,-ТПЕ, 30 О (ТП ЕБ) (3) 
但 ТПЕ, СЕ, B 

TAE, -ТПЕ,.=ТПХЕ,- En) 

=TNEN # E, SF Ena 7 

因 Es п, HAEREA (2) A 
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т“ ОТТ E, = mT NE TNE,) +m*(T r E 
而 m*(T ü E, . = m*¿T n Б.) < +оо, Я 
m*(T NEn- TN En) =тТПЕ,) —т* (ТГ Е,„_,)у 
(3) 


я-1) 


令 Е,=ф, 由 条 件 让 显然 有 = ЈЕ, н, ә, 注音 


ЈУН ЕРЕС K (3), 48 


m* TN E) = m* | TN [Ú (B,- Ea))| 


==*|U rn E,- Tn E, о | 
к= 


LÈT NE,- TNE) 


-Jfar E, — m* (TN En) | 


=lim ў я Cr n E.) 一 mT Б) | 
гш ` 


=limm*(T r E 
综 上 得 证 
m* (TNE) =lima* (ТП En), 


定理 11 É 
(i) Es В,, pai" Ea e.. 是 一 列 可 测 集 ! 


GD ERB, 2 PSE,S.... E= [ |E,= па, 


(Hi) 了 工 是 任 一 点 集 ， 且 m*T< +оо, MJ 
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т* (ТГ E= limma*(CT n E, 
证 明 1° 往 证 m*(T (Y Б)у=1тти* (ТГ FE, 


事实 上 ， H Бы(я = 1,2, O 69р], Н. 


| E E, DE, 2, Ë = СЕ, = па Е, 
НЕП "е 


А @Б„(я=1,2, әш. H 
БЕСЕ, egg EG", 


ge E= 多 (YE) = UJ #E,=limgE, 
МЫН ЛЕ Яо 
m*(T (| @ËB)=lim m*(T n #E,) (1) 


2° 因为 E, WTN, нуз ПН f YE, 也 可 测 ， 故 


了 一 了 


对 任意 点 集 Т, {Н} 

mT = m* CT ГБ) + m* (T f) @ E,5 (2) 

т*Т = m* (T (| E) + m* (T [1 @ E) (3) 

因由 条 件 DD A, m*CT (| @ E, =< т*Т< + co, Ш R 

(2) 有 

m* (T AED = m*T -mT @ E,) (4) 
A ме ТППЕ) =н" (ТГ Esed m*(T Y PED m$ СТГ ЕЕ) 
(p=1l, 2, б, BRA (a TAES) 单调 减少 ， 而 (m" (T 
用 宪章 调 增 部 ， 故 它们 的 般 限 都 存在 ， 于 是 对 式 (4) 
两 端 联 极限 ， 并 和 将 式 {1 ， (3) 代入 ， 即 得 

lim @*(T NN E,) =т*Т- lim мє ТП ZED 

= m*T -m* (TA ФЕ) 
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= т* (ТГ ЕБу+т* (ТЇ # E)3 -—ж*(ТП gE) 
= m* (TQ E) 
定理 10 和 定理 141 分别 指出 了 “可 测 增 集 烈 ”和 “可 潮 减 集 
列 与 其 极 限 集 的 测度 之 间 的 联系 .特别 是 , 在 定理 10 中 取 T = 


E= ЈЕ, m, WA =Е- ба нЕ 而 在 定理 11 中 ， 当 令 mE, 


= | 


+90, ПЖ T =E, 时， 则 有 mE=lim mEn 这 两 种 情形 都 


古 我 们 以 后 经 常会 遇 到 的 ， 必 须 加 以 注意 。 另 外 ， 应 当 指出 定 
理 1t 中 的 条 件 (їп) m*T< + oo 不 能 去 掉 。 例如 在 Е! 中 ， 
ФЕ, = (s, +00),2=1,2,--, ЖТ = (0, +оо), Ш ж*Г= +оо, 


显然 (E, 是 单调 减少 可 测 集 列 ， 且 已 = 门 E= ó, А m* 


(Tr E)=m*é=0 另 一 方面 ， 对 任 一 sx, EE жт*(ТПЕБ,„) 
= +оо, 于 是 有 
т* (ТП E) = 052 + eo =lim m*(T NE) 


2] 题 


1, 车 m*E = 0,11 E STA, ВЕ = 0. 
2. ЯЖ тЕ=0, ЕКА T RE, ШЕН, Н mE, = 0。 
5. E Бү, Е, Жап Ж, ІЫ, 
тЁ,+тЕ, =њ(Е UE +05, ПЕ) 
4. W ESS б=1,2,--,п), 5, EH АЛИ ЙИ, KiE: 


те U Е,) „утв 


2, kt 5, Sa Ег 8, В5,с5,, т, < + сс, [| 
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miS =, — 75, 
б. uE EDE, De DE, D, HELE- + E. ii EAH, ДШ 


ml N E, ) = Плот, Е, 


54 可 测 集 的 构造 


在 前 一 节 中 ， 我 们 给 出 了 可 测 集 释 念 ， 并 讨论 了 可 测 集 的 
一 些 性 质 ， 但 到 现在 为 止 还 不 知道 一 般 常 多 的 点 集中 究竟 有 哪 
些 是 可 测 的 ? 本 节 就 来 讨论 这 一 问题 ， 
定理 1 人 尾 柯 开发 方 体 工 者 是 可 测 集 ， 并 且 w1= lit, BD 
开 长 方 体 的 测度 就 是 它 的 体积 ， 
证 明 ”首先 证 二 可 测 ， 为 此 ， 只 须 证 明 对 任意 点 集 T， 恒 
有 
maT = mT NT + m* CT Y е I) 
1° 往 证 n*am" (T YI + m* CT ФРГ) 
事实 上 ， 对 任意 点 集 7， 垣 有 
T=(TNDUCTNED 
从 而 由 外 测度 性 质 ( 有 DD ЖШ 
夫人 多 站) 
2° WE жгне TP AD + m*CT AFD, 
设 开 长 方 体 
I= (x= (хә хасе, ха) [|x <<], i=1, 2, эе, л} 


< 


| 
РЕ = (x= (X; Aap "s хыз | + iey ch, 


& 
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Mh Кет, +, BBA РСА 1, 2, с), Нё 
ХЕ, о, #020. ТАС, Tr els el, 所 以 
1 
ATAL., Tr еро", 1)>0 
于 丰 由 外 调度 性 质 (TVY ,有 
нет Y Iy TN «Ту 
=: ме) + (ТГ g DD 
їн ТоТПА el = (TnI%)UCT 0 #D, МЯ 
т*Тгет* ГТ [ (HU U @ Гу] 
= ме) + и (ТГ @ I) (1) 
于 是 只 须 证 明 поте П DE) = m* CT Y T, 妈 得 欲 证 的 结果 ， 
жЕ, ТТ m* (I-I) -0 C4 k-xeo Wj), m 
TNIDSGTNI， 从 而 mw*CT 0 Гу TAD, RA 
бейт TAD мет П) тст (1—-1%)] 
«жт®(1- 199) 0) (Ё-»со) 
BJ Пти ГП) = mt (TAD, 


将 上 式 代 入 式 (1) 得 
m* mT r) D + т* (ТГ Г) 

综 上 证 得 工 是 可 测 集 . 

次 证 sis 好 ， 已 商工 可 测 ， 帮 只 须 证 明 m*I= |I, 
此 结果 见 抽 之 习题 1， 

ЕЕЕ, 

定理 2 БИТЯК [WI E, 

证 明 己 知 开 集 C = Фу), ЖЕ CA, ШЖ 84 
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定理 8 知 , Сор ЕЕ ЖЛЕ КЕЛ ЖЫЗ Шр С = U 


(m, оо), І, 都 是 开 长 方 体 ， 于 是 由 定理 工 知 每 个 aA 
可 测 ， 从 而 由 $3 推论 3 知 G 是 可 测 的 。 

推 沦 1 任何 闭 集 部 是 可 浏 集 . 

证 明 РЕНЕ. ШЕР EFE, Ш=ЕШОЛИШЕР n] 
W, m 下 = 20Р), hg E3 РНИ. 

推论 2 任何 有 限 集 都 可 测 ， 且 其 测度 为 零 . 

ШЕН ”上 多 本 节 习 题 3 . 

推论 任何 可 列 集 都 是 可 测 的 ， 且 其 测度 为 零 。 

ШЕ 多 本 节 习 题 4 。 

定义 1 W Fe F, с, Fa © jË p] B) $, H F= 


= (ЈР, mg F 为 F, m E, 


r=] 


设 Gis Gys "tty Gus 机 是 一 询 开 集 ， H. 


С = e ШЖ G 为 G, WE. 


显然 F, MERKER, Cs, 型 集 未 必 是 开 集 ， 

EX2 MUFE, HRA, PARKETY KRI 
RARER, Brie) B Sp y RERE. 

显然 F, WAM С, НН, НЕАБ 
的 讨论 是 很 有 用 的 . 

定理 5 任何 波 需 尔 集 都 是 可 测 集 ， 

证 明 НУРА КТЕ, НЗ Т РЕЛ 
的 讨论 知 ， 对 可 测 集 进行 有 限 次 或 可 列 次 并 或 交 的 运算 的 第 用 
仍 得 到 可 测 集 ， 故 由 波 雷 尔 集 定义 知 ， 几 是 波 雷 尔 集 都 是 可 测 
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的 ， 
推论 4 ШКУГА, Н wI= Ш. 
定理 4 пашан ЖН p) H.A А, H. 
有 石 限 测度 的 可 调集 的 并 ， 
证 明 设 E 是 可 测 集 ， 现 以 К” 的 原点 0 为 中 心 ， 以 自 
然 数 = 为 半径 ， 作 闭 球 列 (acO), Ж 
V0) {PIPER о(Р, Оу< в) в=1, 2, += 
显然 每 个 VO 都 是 闭 集 ， 故 都 可 测 ， 令 
К„=Г„(0)-„_,(0) 
(я=1,2,+°, VO)=8) ,MM KAKS аяр, Н 及 "= 


Шк. ж K,-V, O) n @ (У, 100), KEA K, BEAR 


£=1 


可 测 集 。 于 是 有 


E=ENR"= BN (Ük) = Шсл К.) 


=i aF] 


Н ЕПК, WM), жя (En K < +оо, # E,= En K, САВВА 


HRE, = 0), ШЕ UE, B 98,4 +оо, BiN Bso G 
р. 

定理 4 指出 了 可 测 集 的 可 分 解 性 ， 也 说 明了 可 NJ S p ss 
构 。 但 此 定理 并 未 断言 ， 对 可 测 集 的 任意 分 解 ， 它 的 分 解 集 者 
必 是 可 测 的 ， 此 点 应 当 注意 

定理 5 ”对 任意 点 集 E， 恒 有 G, WA G, СОБР, B 
mG =т*Б, 

证 明 对 任意 自然 数 s， 由 外 测度 定义 知 ， 有 一 列 开 长 方 
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体 Г", L m. өө, D” a, “ө, ЕС е, E 


k=] 


< m*E + -— (1) 


MAG, = r», (ж=1, 2, 0), H| G, ЖЫЙ, С 


k=, 


№, HAR (1) 有 


mG, <Ӯ 


ё =] 


1 


үт, <т*Е + — (я=1, 2,+) 


1 


#%®С=[|с„ M G 是 G, BE. 又 因 对 每 个 #， WT 


жй 
Ç,ƏE, AMA GƏE, Раж 
m*E<mG<m*G, < нЕ + 1 


由 二 >0 的 任意 性 ， 则 有 m*E= xG. 


(s=1,2, "2 


定理 6 Ü E gai, WA F, ЖШ F, FCE, H 
mF = m E. 

证 明 妆 五 有 界 时 ， 

1° 因 E 有 界 , 故 存在 闭 长 方 体 A, EIRE. 65-4 - E, 
因 了 ЖЕКА, УА. 从 而 由 定理 5 知 有 G, 型 
EG, t CGDS, BmG =m*$—= mj УНС G, ME, HG 


= (6, Ep G, G=1,2, ORRE, $ 


F=-40 gG, Fo= ЛПС, (в=1, 2,-) 
则 F, Gai, 2, o) 都 是 闵 集 ， 且 有 
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Р=дД[ (Пс) = 好 站 (U С.) = U (fil б,) 
к>] а=[ a= | 


ШР F. PH, 

2° Жи РСЕ 事实 上 ， 因 为 F=4NgG, Mm ЕС 
A, РЕЋЕП ECA =; МД Fe 2 G, B. Соз, НЕПУ = ó 
于 是 FS 多 $, BE Ў=Ш-Е=ДИ [| #EËE, TERE 

РС = РИП FE)= Ф ЛЕ 

注意 到 ЕП # ЛЛ = 内 故 ЕСЕ, 

3° TEgEmF < mE, h 2° 知 РСЕ, M жЕтЕ. B 
і, 88 Р=М[ПеС=4-С, ЫШЫ ЛСКЕ\)б, KE 


тает + mG 
从而 
mF mA -mG 
注意 到 1 中 的 mG = mj, Emiji=ws(J- Е), TER 
mF amA — mj = mz тА ~ Б) (1) 


УВ ARE, 2=(4-Е) ЦЕ, m CZ-E)GE=ó, WA 
mf = s (214 — E) + mË 
HERRAR (1› {1% 
mF 2208021 — E) + mE -mid ~ E) = mË 
综 上 得 证 mF = нЕ, 
Щщ ЕХ: 


ЖЕ Ж. Шиш, E=- En W 6 E,.n E, = é 


(223), тЕ.< +оо (8= 1, 2; <), 有 有 由 3 定理 8 {测度 完全 
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НЕ) Ж, mE= 2 mEË,, 


=I 


因 对 每 个 m E, BAROM, yk pi EHN, Ж 
有 F, 型 集 Е. EFG Е, BmF,= mEn > 


F= UJ F, 


MU F, 是 哥 列 个 向 集 的 并 ， 故 下 仍 是 可 列 个 闭 集 的 并 ， 
从 而 是 F, RE, HEIRS 


"з 


F= U r,c Um sE 


к= | 


АЫ ENE xá GAD WA Г.П Рф (563), TERE 
ml 8 iB 


ТР = m (Ur) -У „Е. жЕ, = жЕ 
s=! #=1 ЕЯ: 


定理 7 任何 可 测 集 必 是 一 个 该 雷 尔 集 与 一 个 测度 为 零 的 
可 测 集 的 并 集 ， 千 时 出 必 是 一 个 波 雷 尔 集 与 一 个 测度 为 零 的 是 
证 明 ” 设 是 可 测 集 ， 由 定理 5 和 定理 6 知 ， 分 别 有 G; 型 
ЖСЖ Р, ЖЕР, {4 
G2E2F, Н mG = mE = тЕ 
令 N,=E- F, N,=G-E, 因为 No N, 者 是 可 测 集 的 差 集 ， 
所 以 由 $3 定理 8 知 Nj,N, 部 是 可 浏 集 , BN n F =ó, N, Б =, 
于 是 有 
E=N UF, G= М.Е  Е=6-М„ 
且 | 
жЕ = N +mF, mG = mN,+ mË 
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从 而 有 
тМЧ,=тЕ-тР=0, mN,= mG —- mE = 0 
定理 3 告诉 我 们 凡是 波 雷 条 集 者 是 可 测 的 ， 但 也 确实 人 祁 在 
A ЖИА BJ WE, A ЖЕЛИ ЛК ЖЖЖ ЛЛ = 
一 样 ， 前 者 是 真 包 会 了 后 省 的 ， 即 后 者 为 前 者 的 真子 族 。 另 
外 ， 定 理 ?7 滨 诉 我 们 ,任意 可 测 集 必 是 一 个 波 雷 尔 集 和 一 个 测 
度 为 零 的 集合 的 并 集 、 可 测 集 族 就 是 包 合 全 体 波 乔 尔 集 和 和 全体 
测度 为 零 的 集 的 集 族 ， 而 且 这 个 集 族 中 的 企 何 两 个 集合 的 并 集 
显然 仍 在 这 个 集 族 中 ， 员 有 这 种 性 质 前 集 族 ， 我 们 称 之 为 “可 
MP Ж. 
定理 8 ЖЕННИ ЕРУУ РНЕ 2220, {НН 
ЖЖ GƏE, {# 
т* (G — E)<e 


证 明 йшй AETA, mima ш, Б-\)Б„Җ 


ж= 1 


中 Е, Жа, АБ mE,< +оо, EN E; =é (i=j). ` 
对 任意 220 和 每 个 x， 由 定理 5 的 证 明知 ， 相 应 地 有 开 
集 с.2Е,, 使 


HG Es + 55 (m=1, 2, >) 


& G = Ое. H GEF, НЕЙ СБ, XA 
c-E- (Uc) - (Ue) =(Ue.)n e (Uz) 
= (Ucn (A PEJE са g E.) 


t=] 二 上 上 时 三 4 
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ТЕН 


m*(G-E) =m (6-Б)«т||_)(б„п e 8.) < 


T=} 


K С.П #Е,) = „У нс. ED 


=] 


Li - жЕ, У =e 
充分 性 由 条 件 知 对 任意 自然 数 л». АЛА С.Е, 使 
m* (Ga— Бу< 1. (в=1, 2, =) 


iM: Di 


5С=[|с„ 则 GE, BGY G, MÆ, ИЩ. 特别 有 


к=1 


0<©т* (С - Е)у«&т*(С„- E) <— (=i, 2, =) 


由 二 >0 的 任意 性 ， 得 w*(G -EE) =0, 从 而 G ~ Ж, 


АЩ GRE, WA 
E=G-(G-E) 
从 而 是 可 测 集 ， 
定理 9 集 卫 可 而 的 充分 必要 条 件 是 对 任意 є>0, WË 
ИЖ FSE, {ë 
m*(E-F)<e, 
证 明 必要 性 PE STM, it 多 5B 也 可 测 ， 于 是 由 定理 8 
知 ， 对 任意 є>0, AFA GSE, {E 
т* (G е Бу < е 
令 Е= 多 CC, 则 下 是 闭 集 , НИ с>#Е, БЕРЕС = F. 
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УУ 
С-#Е-СП ЕЕЕ) = ЕПе(#б) = Е- С=Е-Е 
ШИН! 
МЕ F) = m* (G - # E) <, 
充分 性 ”由 条 件 知 ， 对 任意 6220, iy yb rE F cC E, {Н 
m*{E— Ру< е 
AFER w eF 足 开 集 ， 且 有 多 下 二 多 总 ， 但 是 
E—-F=En0 Е= ҒЕП (« Ну= РЕ gE 
于 是 有 
m*(@ F — # Еу=т*(Е-ЕРЕ)< е 
部 对 任意 6220, МАНГА #Ро Б, {й 
m*(@ Е—«@ Е)у< е 
Ране CE njim, ЕРНІ PEM EHAE 是 可 测 集 . 
推论 5 集 B 可 测 的 充分 必要 条 忻 是 对 任意 0220. 相应 地 
存在 开 集 5G TPE F, 使 СОБЕ, Н m*(G- Fy<e, 
证 明 留 给 读者 。 


2] 题 


1. B E PETAN, EREA тЕ>01 

2. ARREN A E НЕТ 

3。 试 证 推论 2， 

4。 试 证 推论 3， 

5. 0 E ЕЖА тШ. A Еф, E 必 可 测 ， Н mE =Q, 
6. ЖЕ 是 无 看 可 测 集 ， 问 是 否 几 有 mE = + ce? 

7. 试 证 推理 5。 


в. 在 C0;1) 上 作 一 完备 集 上 ， 俩 E 的 测度 тЕ-Л,ң ERKE 


AEH. 
9. EPKER F. BS Er ИЛЛЕ fE RR 1 ЖА КОЕ 38 3 Р 3 PD 的 
ПТ 6 Ир, 


55 ”乘积 空间 中 点 集 的 测度 


定义 1 设 А,В ETAR, WEH xc A, yEB 作成 
的 所 有 点 对 (х,у) 的 集合 ， 
АхВ={(х,у)|хЄ А, УЄВ 


为 А HI В WEER Cartesian) Ж, ЖЖ Ax B т 
(x, 了 7) 中 在 前 面 的 点 x 为 (x, 7 的 第 一 坐标 ， 后 面 的 》 р(х. у) 
的 第 二 坐标 。 

注意 ， О.) САХВ HERRIE ССА, ГСВ. 点 对 
(2 好 中 的 和 的 前 后 位 置 一 般 是 不 能 颠倒 的 (除非 44= В). 
ШП, # АПВ=ф, s€ A, t€ B, ЩЩ (0,1) C Ax В, ў (s, t) 
EBxA, H (t,s)C€C Bx A, 而 (6,5) Ax B. 

例 1 设 Re 中 两 个 并 区 间 为 A=( -1,15, B= (0,1), 
W AxB 就 是 平面 R: PFE С: -1<х<1,0<у<1, 

设 С={(х,у)| 0х1, 0<y<1 是 R: 中 的 开 单 位 正 
方形 ， 只 = (0,1) 是 Е 中 开 单 位 区 间 ， 则 C x D 是 R 中 开 
正方 体 E:0<x<1, 091, 0<x<1, 

如 果 A 是 P 维 空间 R PRAE, BÆ g 维 空间 R< 中 
的 点 集 ， 则 АХВ 就 是 pt 维 空间 Rs 中 的 点 集 ， 

根据 前 几 节 的 讨论 ， 不 论 是 在 К, Ке 或 А? rh, Ri 
都 已 定义 了 什么 叫 可 测 集 。 因 此 人 和 们 上 自然 会 想到 一 个 问题 ， 即 
К° 和 Ra зү R” 中 的 可 调集 之 间 究 竟 有 什么 样 
的 关系 ?为 此 ， 基 于 我 们 的 需要 给 出 下 面 一 些 结 打 ， 
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定理 1 设 АСК", ВСК 都 是 可 测 集 ， Ш C = Ax B 
H. R= К? х Ке раа Е, Н mC =m 2 > mB. 
WBA 当 A, В 都 是 有 界 可 测 集 时 : 
1° 设 A4 和 8B 都 是 长 方 体 ， 则 AxB 就 是 Rs 中 的 长 
方 体 ， 故 由 中 4 推论 4 知 АХВ ш, НЕЁ 
txB= |АхВ| = |A| х Ві =mAxmB. 


2° #A=|JA, B=|J8B, AnA=ó, В,ПВ=ф 
G, Жр A, B, 都 是 长 方 体 ， 则 


Ax3=(U л, )x (UB) =U xB 


dt 二 | 


= (JU AxB) 


因为 .Ai, Bi REEN i i... : ас. 
Ж, ЖЕЉА, х В, В, А " 

都 可 测 ， 从 而 AxB Ф... ——.-...-. Ë 
TH, XA (A) 两 | : | 
HRX, (BO) 两 两 不 
ў, ВСА, x BYE 
两 两 不 交 ( 图 3 一 4 ) 
于 是 由 83 定 理 8 (HU 
度 完全 可 如 性 ) Ж1° 
有 


miAx В) -yy mA, x В,) -yy (mA, mB) 


а= || а=їрБ | 
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De 


= (X4) (X на) =n (U4) (UD) 


Ге] у=| =l 


由 2* 知 ， 当 有 妇 和 3B 是 开 集 时 ， 定 理 成 立 (参看 第 二 章 $4 定 
理 7)， 
3° B А,В 是 二 有 界 的 С, WR, W| А,В пж 


A= nc。 В= nc 


其 中 Сы, G*, G= 1,2, 1.) 告 为 有 界 开 集 ， H nj ор 
En mm GRG *D об» D» 
TES 


G x G* G x G*t D e DG, x G* 2-6 
Ax B= Е (С.х G,*) = lim(G, x С„*) 


从 而 2°] ЯІС, x С,» 都 可 测 ， B m(G,x Gar) = тС. Х С, 
ВНЗ 9 ЖЕШ, AxB а, HE 
(Ах B> =limm(G, x G,*) lim mo, X MGa") 


=lim w G,x lm мс, = m x mB 


Н [= a> a — 93 


4° R mA, mB 中 至 少 有 一 个 为 上 零 ， 则 定理 成 立 ， 

不 妨 设 mL = 0， 于 是 对 任意 “>0， 考 虑 到 外 测度 定义 ， 
或 从 别 定 理 5 的 证 明 过 程 中 可 知 , AFR СОАТ СВ, 
使 

жС<тА+е=&, mG*—mB+1 
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TERZA Gx G* ТЩ, H. »(СхС*у=жСхтС*, АШ 
m*( Ах В) «жс x G*) = m (G x G*) = mG X mG* 
—e(mnB + 1) 
由 于 є>0 的 任意 性 有 m*( Ax В) =0, й Ax B пй, Не 
тА x B)= 0 = m A x mB, 
5° А,В 是 一 般 有 界 可 测 集 ， 由 $4 定理 5 知 ， 有 有 G6， 型 
W A* 和 B*, tE 
A24, В+ В, H mA*=mA, mB*=mB 
BA 
A*= (dt- А) ЦА, CA* -ANA=9 
*=(B*-—B)UB, (B*- By l B= 6 
所 以 有 
т(А*#-Ау=тА*-тА—=%, m(B* – В) = mB* — тВ = 0 
ЖЫ 
А*х В%=[(А#—- AyU Аух Г (В*—В)1) ВЈ 
= L(A*- A) x (B*-B)JUCAx (B* — B)3 
_ UCCA- Ayx BIUCAX BI 
WHA, (4*- 4) х (B*- B), Ах (B*- В), (A*- Д) х В 
都 可 测 ， 县 由 3" 知 A* x B* 可 测 ， 于 是 AxB а, HE 
т(Д*хВ*)у=<т(А*#—Аухт(В*-Ву+тАхт(В* — В) 
+т(А*-АухтВ+т(АхВу=т(АХВ), 
男 一 方面 ，w tA* x B*) = ж Л+ x m B* gm Ax mB, TË 
m( Ax B) = mA x nB 


综 上 得 证 当 А,В НЯ, Жи, 
当 А,В ARAME: HJEM. 知 
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A=] JA, B= UJ B, 
i=] 了 一 上 


Ял, 《BA 分 别 是 两 两 不 变 的 有 界 可 测 集 列 . 


Ax3=(U л) ) = UU x Вр) 


#= j=! 
内 为 Aix B, р ИЧ, H eiA x Bn =mAyxmBi 记 以 AxB 
ш, НН 


m (A x В) = У та, x B.) “уу (mA хт) 


1=47 二 ї=1ј=1 


"Унах яв (U 4; }х „(U B,) 


i=l 

= pr 1 x mB 
于 是 定理 全 部 证 毕 . 

定理 1 告诉 我 们 ，R& 中 的 可 测 集 4 与 中 的 可 测 集 В 
ЮН Ax B 是 乘积 空间 R руп, ЈЕНЕ ga FEE 
m(4 x BI) 就 等 于 А,В 的 测度 4 和 mwB ШЕЯ тАхтВ, 
这 就 给 习 积 空间 中 可 调集 的 运算 创造 了 相当 方便 的 茶 忻 ， 

定义 2 设 G) SP) 是 关于 集 三 上 点 己 的 一 个 售 题 ; 

GD NCE, H mN = 0, 
ОШ SOP) Ж E-N О БАК, ПАИ i(P) ЖЕ E 
几乎 处 处 成 立 。 记 必 SP) P.P. FE", 

#12 设 Р(х) 3200,1) ERARA, W р(х) = 0 
P,P 了， 于 (0,1)。 因 为 在 (0,1》 上 


_[ 1, x RAMA 
ре) =Í 0, x 为 无理 点 


П СОРЛА ЛЕГУ ВЈ, СН ЕО. 
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Ёз 设 F ERER НИЛЕ 


осо у ер 


则 Ф(х) =0 P.P.FC0,12. AHIA 3 知 wF=0, 

例 4 0 Сәд R' 了 的 单调 增加 函数 ， 刚 f Oo 在 К! 
上 是 几乎 处 处 连续 和 的， 因为 Re 上 单调 于 加 范 数 的 不 连续 战 集 
是 至 多 可 列 的 ， 故 不 连续 点 集 可 测 ， 且 调度 为 0 。 

Жиз 0 Ec Rx Ке, x€ R°, MRAR 

E, = G| (x у) СЕ) 

МИ РІ х-х,  Е ЮН. 

HETA, Ё„=К*, HH E=AxB, x€ 4 时， 显然 
有 Enh. 

5 W 

Е= (G, D] -1<x<1,1< y<2)YCR'x R', x,= ЄК! 
则 


Er= (| (> EE}= {YY 12y<2) ADSR (С 


3—5) 


车 x = 2, MRAR E, = ó, 
例 6 G R'xR' BUT 
E= {(х, (у,®))| @<\х<1, 0< 
yzl, 0<z<1), x= <a, 0< 
а<1, W E. АДОК x< =a 
RE 的 开 正 方形 
М={( р.х) 0< y<1, 
0<x<1y= R: (З 
— 6) 图 3 一 5 
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ДИН P. = (yes ЄК, 0< nal 05,1, 则 Bs 是 ER' 中 的 天 
区 间 A {| (x, Ga za) СЕ), 
定理 2 设 EER?x В“, 

HmE=0, ЇЇ 


тЕ„=0,Р.Р.-ГА? 


ИЯ ЖЕ МЕЄКЕ?, mN = 0, 
使 对 一 切 хЄк*- 
HA тБ„=0, 

证 明 证 明 比 较 
TR, 故 略 去 , 读者 可 
参看 主要 参考 文献 [| 

定理 5 如果 
EC RP x Ке T7 fi 图 3 一 6 
Ж, ШЖ E， 可 测 
P.P.FR’, WEEE NCR”, mN = 0, 

使 得 对 一 切 xER - N, АЕ, й, 

ШАҢ ЖТ 
定理 1 的 证 明 ， 我 
们 世 分 五 步 证 之 ， 

1° ШК?х К 
HJ TE ЕЖЕ Л 
A = iX Ass 显然 
当 xc 14, W, # 
b= dp хе, 
时 ， 有 E,= 8, 
KE, 


элт. 
2° л-ге Кя, L 是 R?x Re 中 的 长 方 体 ， 


Ш Г ft Li дб, fF. А АР R° 中 的 长 方 体 ， 
ПП! =ó (68) (435—7), MAER ER, {4 
有 有 


в (U 1), +00), 


i 二 1 


IHLA Ge ВНШ, й E, 是 Ке 中 可 测 集 ， 
HR EMEETAN, HE ENR, F, 是 
Жї. 


3° jk RexRs 的 子 集 E 是 G, 型 集 Hl E=) Ca 


E= 


G, WEJ., WH . 
B- (A с.).- [\‹сә. 


由 2 " 知 (Ga). 都 可 测 ， 从 而 由 83 定 理 9 MI E, 可 测 。 
4° 设 ЕСЕ°хЕчї, H mE = 0, ШЕЯ 2 AH 
mE = 0 P.P. R' 
5° 设 B 是 R'x R* НЕНЧО, MHIHS4 g 5 A, 
有 G, WE GƏE, Œ mG = mE. XA б= (С-Б) ЦЕ, 
(G-E) E= ó, WMH 
mG — E) = mG — нЕ = 0 
А 
С, = (G-E) Е, Ww E,=G,—= (G = E), 
ша G, 可 测 ， 且 由 4 " 知 
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т(С-Е),=0 P.P. + Rr 
从 而 (G - E), 对 于 R' 几乎 处 处 可 测 ， 于 古 E, 对 于 К” th 
几乎 处 处 可 测 ， 

综 上 定理 3 ШЕЕ, 


>J 题 
1. АхВ=ф 的 充分 必要 条 件 基 A= ó В-@ф, 
2. Ж Ё, =4,хВ,, Е, = Ах В, ЖЕЕ, R) E CE, 的 充 


ий Wa ЗЕ Д-У: АА, ВІ В. 
š. 设 ЛА, xB, = A, x B, E JE Г), JMD А, =A #1 =E 
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第 四 章 可 测 函 数 


亢 数 是 分 析 学 研究 的 主要 对 象 ， 为 了 以 后 建立 新 的 积分 理 
论 的 需要 ， 我 们 要 对 定义 在 可 测 集合 上 的 实 变 浅 数 进 行 一 些 
讨论 ，。 泊 此 ， 先 给 出 一 般 点 集 上 芳 数 的 基 些 福 念 和 性 质 ， 并 在 
此 基础 上 讨论 可 测 沙 数 问题 . 


Sl 定义 在 К 中 点 集 上 的 函数 


大 家 熟知 ， 在 数学 分 析 中 ， 我 们 研究 的 函数 基本 是 定义 在 
R' 的 区 间或 R” 中 长 方 体 上 的 。 但 在 本 门 课 中 ， 我 们 Зе 
的 是 R” 中 一 般 点 集 上 的 应 数 ， 为 此 ， 我 们 先 把 数学 分 析 中 所 
讨论 的 函数 的 定义 域 扩充 为 R” 中 的 任意 点 集 上 去 ， 

ER- EIDEL H, BALT- RETE Hek A 
念 ， 设 

f:iA—B, al—— a) = Ё 

是 从 4 到 了 的 一 个 映射 。 当 象 (8 ВАС, ШЖ A 
几 4 上 的 区 数 ， 所 以 函数 是 一 种 特殊 的 映射 。 以 后 我 们 总 在 及 "中 
讨论 函数 ， 即 所 讨论 的 函数 的 原 象 域 (定义 域 ) 是 R" 中 的 点 集 ， 
面值 域 为 实数 集 的 子 集 ， 且 有 时 画 数 可 了 — оо, + ооу Ніне, 


ми, ОСЕ осу = (+со)й=0, 但 记 寻 toa- (+o), +o + (T), 
f#°% _п_ PERA. 
со! Ü 


定义 1 B ЕСК", ЖЕРЕ ‚ае 已 ， 若 对 任意 ?>0， 

存在 相应 的 6>0， 当 x€ En N(a,ó) BF, TEA 
С) -Fia <e 

WREEK /在 点 a 处 连续 ， 

HELKA / ， 在 三 的 任意 点 处 由 连续 ， 则 称 了 上 在 五 上 
连续 

жи2 B ЕСК", АБВ, ЖУН 620, 存在 
РУ 9220, EIER x, x€ Б, HE fx x) <å, {НҢ 

IS Cx) — f axl < (1) 

则 称 为 E 上 一 致 连续 函数 ， 

点 集 E 上 的 连续 函数 了 显然 未 必 在 BE. 上 一 臻 连续， 但 当 
对 f 的 定义 域 E 吉 以 适当 限制 时 ， 我 们 即 启 得 到 和 数学 分 Ж 
中 完全 类 似 的 一 个 结 采 ， 

定理 1 &R* 中 有 界 闭 集 瑟 上 的 连续 函数 /是 一 致 连续 的 . 

证 明 由 函数 的 一 致 连续 定义 可 知 ， 证 此 定理 的 关键 在 
F., HER 法 0， 找 出 相应 的 使 定义 2 式 (1) 成 立 的 公共 
数 6>0。 为 求 此 公共 数 56>0， 不 难 想到 应 利用 f Go 的 连续 
性 和 第 二 章 83 的 定理 3 (ЖЕКЕН). 

1° 因为 了 在 三 上 连续 ， 所 以 对 任意 2220, WE 的 每 一 
点 4， 有 相应 的 8,220, E4 xC En N(a дб) 时 ， 恒 有 


£ 
| (x) — f (a) < 


对 每 点 ¿C E, MRR N(. 2), О м(а.96)) R 


ЕВ FE ma, 
ШЕ ЖИ ЖИЕ, НЯ ўза з, CO 
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中 必 消 有 限 个 : 


NI 41» б), NÍ as ĉe) ДЕГ N( а =) 


2 
LAITE. 4 
КУ 
j= тїп {名 S, Se) 
则 ó> 6. 


2° 现 证 1 "中 的 ò> MARK. 
д, 
实际 上 ， 对 任意 х, рО x) <ó, A | М(а„ бу) 
(2=1,2, e, KEE RR ООЛУ j, W 
mEN( a 2) ËL paps) <<, 
从 而 由 ó, REEN, Дз 
|/ (x) а < y 
X. H ó АНЕ Ж PEX,» x,) < ó, 有 
оба» х) ЖЫ (ауу X) + PRL Рс < да 
仍 由 д. 的 取 法 知 
|f Go) ар |< 
ЭЛН 
Г ону = о EIS Gu) -/ ба) ES (a) -S (xo) |< 


+5 че 
综 上 得 证 /在 王 上 一 致 连续 
定义 3 设 Нс", (fà 是 定义 在 E 上 的 西数 列 ， 若 在 
EELER /使 对 任 一 x€ E, W 
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lim f a(x) =/(х) 
MERKRA a E Esn 是 称 A i RRAN, 
特别 了 节 ， 若 对 任意 6220, 存在 sa W sn 时 ， 对 一 
切 x€ E, в 
| (x) — хә] <ë 
则 称 ! ЕЕ Е-е. НРУ {fs} ЕВГЕ 
МЎ, {Ж ЖАТА НЕНЩ /为 极限 函数 . 
定理 2 XPE Ж ЁЁ ЫЯ o P Е Eio, 
MU МЕК ФИ f ШЕЕ ЕКЕЖ H> 《下 的 每 个 J， 在 已 上 
RR ERM, MERRER / НЕЕ Е, 
证 明 1° ФЕ ЕАУ) „у ЖОЕ КОРЫ РЫ 
数 f WE E EE 2k. 
FRE, HAREL, ХЕБ >00, FE na X 
一 切 x€ E, # Ж 
бю = f со < 


W /.. 在 三 上 连续 ， Р: z€ Е, ЕВУ e> 0, 有 相应 
的 >0，、 使 当 xC E E. p(x,a) <ó 时 ， 有 有 


| fata- о.б) |<— 
于 是 ， 当 хЄБ B. pixa) < ( 即 <€ En N(a, 0) BF, Ж 
| (a) — Jf (| =< |£ (a) — f ala) + | (a) — f „\х)| 


+[ fua (x) ~ / (w) а t= 


3 3 
得 证 / 在 E 上 连续 . 

2° 类 似 可 证 ， 落 { 了 的 每 个 Sa 都 一 致 连 续 ， WW f u 
一 致 连续 。 
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定义 4 设 ЕСК", ЕК ЖЗ (Jab SAHESRx CE, 
[=] 
J (x)= f ‚(хуй f „(х)чд 
则 称 (/ O 为 单调 增加 列 ， 若 上 式 中 等 号 皆 不 成 立时 ， 则 FK 
(fs) 为 严格 增加 列 ， 
若 对 任意 x€ BE， 此 有 
六) 
MIR ifo 为 单调 减少 列 。 EEA НЕ БЕЛД уН, ME 
ia 为 严格 减少 列 ， 
单调 (严格) 增加 列 及 单调 〈 严 格 ) 被 少 列 统 称 之 为 单调 
列 ， 
定义 5 EGSR”, ЕЕ И). ЖЕН <€ E, әң 
(х) | <оо 
则 称 / (x) 38 E БЕВЗ, 
жиб ЕСК", БЕЖ. ЖИЗ a, HEE 
xC E, юн 
f (ху) а 
则 称 / # E БЕЯ ЕЯ. 
者 存在 实数 0， 对 任意 хЄЁ, @ 
f(s 
Ш Г #EE FEA TS. 
# J ЖЕКЕ ВЕЯАВЕЛ, WES fE FASE, 
例如 (0 1) Бай f(x) = Lj (0, 1) EARE 
Ж, {НАН А. ФОН ЖЕНЕ ДЕРЕУ, 
为 了 今后 讨论 问题 的 需要 ， 我 们 把 数列 的 极限 ， 函 数 在 一 


点 的 极限 以 及 函数 列 的 极限 函数 等 概 合 予 以 推广 《在 这 里 上 ， 
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ТЕЎИН В оо) ， 且 借助 上 、 下 极 黑 定义 给 出 这 些 
ЖТ B {aa} 是 一 数列 ， 令 
bm = supla.) 
RAE 
J 2 
则 称 
C=inf {$n} = і Supian) = lim зир{4ы+) 
F ңа} 的 上 极限 ， 记 作 


C=lim z, 


类 似 地 ， 令 
b'a іа а) 
显然 有 


则 称 
С'=вир{#'„}= supinta} = liminf{ amer} 
A lz.) AFHR. 记 作 


C'= lima, 


W — = 


žia E, ТАВ 3k, HD 


а= lim g,= па, 
[ed — 
m. = 


时 ， 则 称 《zo# 收获， 其 共同 值 4 称 为 la.) 的 极限 值 ， 记 作 


lim а, = a 


ü — 


ЖШШЕ, (а, НАН ШЕ Уй 
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析 中 的 定义 是 一 致 的 ， 量 其 极限 值 亦 相同 ， 一 般 的 ， 一 个 数列 
RERA, BEERE, FB АЛЕ ВУ. 

定义 8 ГАДЖЕ ЕВ, 2 为 ЕА ta 可 能 
ЖР E) , HT a BLES N (a, 9), 


` зир{ (x)) 
хема dn {1) 


必 存 在 ， 由 于 对 每 个 邻 域 М Са, д) нох (1) WP E — + S 
(可 为 ceo) ， 而 Nt 二 可 以 任意 取 ， 所 以 对 点 4 可 得 到 一 
个 实数 集 (可 能 包括 co) Ma Bp 


M.=Í р 1920) 
ШИШ M. HTA, H 


ка| зир (Кох) } 


нА | 让 加 应 xE N (z dns 


为 了 在 点 а 处 的 上 极限 ，i 
lims f бх) Е 
Вр 


limf (x) =inf f supi f (2) 


хема 15n E 
类 似 地 ， 可 定义 ER a 处 的 下 杭 限 ， 记 作 
lima fœ) 或 im (x) 


gz k= a 


Pp 


1 хуш f 
„2m fix) sup ШЫ 人 АЗ?) 
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特别 地 ， 当 
limf (x) = lim f(x) 


B, ШКУ а ARR НИН оо (лоо) 


/在 点 а 处 的 极限 值 ， 记 作 
tim f (x) 
即 
Мт f(x) = limfe = Иш (х? 
F pA Щщ. АКТЕ М, ДЖЕЛ 
ЕТЕ РЕТЕЛ Pa ЕЛЕГЕ ИЕГ". 
ЕУ, 9 Бс К", (G) ЖЕ КЖ ИЗ, ШЕЕ БЕЖ 


Fix) = lim f sx) = inf supi sO) 
=limsup{/ ma(*)) (x€ Ë) 


为 eD 的 上 极限 函数 , 
ЖЕ ЕЮ 
J (ху = lim falx) = sup iní КӨУ 


я — 


= lim inff fax) {xEE) 


为 《fax)} 的 下 极限 函数 ， 
关于 三 上 基数 列 《 fo(x)}， 若 对 任意 x€ E, (Лл) 的 
Е, ТЕЙ СНА, P 


Дх) = fo Є Б) 


ШШ КЖ ЖИ E Б 10 x 
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Ро) = f Ga) = f С) = Паў, к) = Пт ў, х) 


(хЄ E) 
MWE AONDE E Кїн, АЯК ЛОО 39 {Соу 的 极限 函 
B, iW 
Р(х) = lim ў, (х) 


HERRAR / 可 取 co 为 其 值 。 很 明显 ， 这 里 给 Н ВА 
数列 收 敏 及 其 极限 范 数 概念 是 数学 分 析 中 粗 应 概念 的 推广 . 


5] 题 


1, Ж ЈО) Ж К БАА. ПОТЕЗ С, EA Е = 

{хі 6) E GERIR. 
2, ERRELE f(x) =r Е-Е ра. 
з. Ж 4 E E HEETE, WJ РС) = pi, Д) — W PE PE PB Ж. 
+， 有 界 闭 集 邓 上 的 连续 函数 必 有 界 ， 且 上 、 下 确 界 可 达到 。 
5。 撤 立 点 集 上 的 任何 函数 都 是 连续 函数 , 但 未 必 是 一 致 连续 孙 数 ， 
6. Ж R" 中 的 子 集 好 ，a МЕА, H ac M, Р) a 点 连 
续 的 充 村 条 件 是 

Ра) =lim f(a) 


52 非 负 可 测 函 数 


为 建立 新 积分 理论 ， 我 们 给 出 可 测 函 数 概 念 ， 对 此 将 分 两 
步 进 行 ， 首 先 给 出 非 负 可 测 函 数 定义 ， 热 后 在 此 基础 上 讨论 一 
Rk гп Ж БЫ ФЫЙ. ЭУЕЛ ИИ, ФП ЛАО А ЖШ 
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数 概 您 ， 
EX1 设 厌 妇 是 定 交 在 可 测 集 王 上 的 实 信函 数 ， ША. 
E 可 分 解 为 有 限 个 互 不 相 奖 的 可 淹 子 全 的 并 ， 邯 


Es ЈЕ, ENE,=¢% б) 
使 得 在 每 个 E, 上 ЈО) 都 是 一 个 常数 ， 则 称 f(x) JSE E 的 
简单 函数 ， 
显然 ， 任 何 可 测 祭 的 特征 函数 都 是 简单 函数 ， 我 们 在 数学 分 析 
中 学 习 过 的 岂 里 南 菜 一 数 和 符号 函数 也 都 是 简单 函数 。 
由 简单 函数 是 尽 ， 不 难 诈 得 任何 两 个 简单 函数 的 和 与 积 从 
征 一 个 简单 函数 ， 伍 一 列 简单 画 数 的 极点 画 束 ， 却 可 能 不 再 是 
蚀 单 函数 ， 
实际 上 上， 容易 看 出 简单 函数 只 能 有 有 限 个 互 不 相同 的 证 数 
值 ， 因 此 凡是 有 无 限 多 个 不 疗效 数值 的 函数 都 不 能 是 简单 函 
Ж. 
EX2 设 ф(х), Фф, (х), es Фах), ТШЕ 上 的 
一 列 非 负 简单 函数 ， 且 
Фб) фр, (x) ер, (x) + 
ДЕ E 28 Ж 
F(x) = аф, бх) 


为 卫 上 非 负 可 测 函 数 ， 
ЯН M S SUGET AN: 
中 ”虽然 在 定义 2 PERARAKAN А 4083063, 
但 很 明显 这 仍 不 能 保证 其 极限 函数 为 简单 函数 ， 所 以 非 负 可 测 
PS 38 38 ЗЕТА 8) SL ER 3⁄4, 
D FARKA oCo wÆ ATNA WEE. 这 
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АА ф„(х)=ф(х›) (7-1,2, e RAAT. 

@ f(x) = limps) ИГ {ЕЖЕН Б Аро, 

Жа ЖЕ БЕЧЕРА C) ЗЕТ ЧАЈ 26 
件 是 ， 对 于 任意 实数 4, АЖ 

{x|f (x) 2а) 
总 是 可 测 集 , 

ШЕН ЖЖ} 已 知 x) 在 B 上 非 负 可 测 ， 往 证 对 任 一 
实数 2, (x 1 了 (x) 记 中 是 可 油 集 ， 为 此 只 须 把 Lx | Го) рар 
成 有 限 或 可 列 个 可 测 集 的 并 集 . 

1° 由 定义 2 知 ， 存 在 非 负 增加 简单 画 数 列 {qpntx)},， 使 

Дох) = limg,(x) = inf sup{pa(x)} = sup inf {ф„(х)} 

2° 对 任意 实数 а, E 


{х| foa} U C! Ф.(х) >а } (1) 


ETH W х, {х1 (х) >а), Bl 
Ро) = f су) =inf supon) уа (2) 
荐 对 任意 л, 恒 有 Фа(х„) «са, 则 对 任意 т, М тет 时 ， € 
有 
sup(p.Gx0 5а 
于 是 有 
fix) = intsu p {pa} Ea 


这 与 式 (2) Жж. AMUR s, 使 Pn) >а, WA 


хЄ{х{ Paay }{х| фора ) 


i=l 
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жой йҗе| ){х]| өх) >4 }, Ж ma 使 


х,Є{х| Pma Js ШЇ Pult >а (3) 
若 
f (x) = Lx) = sup inf ( Фабх,) }&а 
则 对 任意 т. A 
inf ( Pr (x) уа 


{8 {9.0 у 是 增加 列 ， 从 而 有 
Pm Ce) = inf {ф„(х уа 


RBA GO ФА. TÆR РО) са, 8р 
х, {х |f tx) >а) 
H W ое АНЯ. ВЛ {x| ф(х) га) 都 是 可 测 集 ， 
从 而 由 式 (1) 知 (Ооо ау 是 可 测 集 , 
充分 性 已 知 对 任意 实数 а, (ХРО) гау METNE, 
ТЕШЕ (x) 非 负 可 测 ， 为 此 显然 具 须 构造 出 非 负 增 如 简单 沙 Ж 
列 {wntx)}， 使 其 航 限 函数 是 fO), 
1° 车 对 任意 实数 a, (x | f(x) 守 a} 都 可 测 ， 则 对 任意 实 
Fee 和 d, (х |е РО) Са) 也 都 可 测 ， 
事实 上 上， 因为 | 
(x| < FY) d= (x |= f(xy) n (xl f Сх) С dy 
于 蚌 问 题 归 结 为 只 须 证 明 ， 对 任意 实数 * 和 4, (Р) ес) 
和 {17 х) 之 四 都 可 浏 ， 
由 于 I 
(xl оос Y= еә) (4) 
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{x| Жо 2 у = ЕПС (x | /(х);>4 ү (5) 


出 条 忻 知 ， 每 个 (О) >: - 2) 都 可 测 ， 从 而 册 式 (4) 


Дх Сх) ее ъа, 于 是 由 式 (5) Яо (ху dy b uW, 
2° 构造 非 负 增加 简单 函数 列 (р(х) }, 
ЖЖ ИР { ШТА S 


Boas= {x| ° < f о) 


(2= 0,1, 5,1921, 
n = 1.2, +) 
Б „а= {х | (хура ) 
由 1* 知 ， dis Buk W Enn WEFR, HERI 


E= U. 


下 而 分 析 一 下 Бл 都 是 怎样 的 点 集 ， 
Ha n=1 时 ， ё= 0, 1, 2, jN E py 8 = 4 3, Ej 


Em5 (|0670) 5), Бы= Фа б) < }, 
Бы= {кх} f (x) 21 ) 

当 #=2 BJ. 62 0,1,2,3,4,5,6,7,8, ШЕ ЕЗ ЫЛГИ. 
E,,= (z|0< fA) Emsi] ES О) < 了 
B= (x| +< f о) LË), Em = (x| +< РО) 0) 

B= (|< f e) LE) Emsi] +< ЛО) <) 
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E,,, = í x | Р(х) 2 у 


t 
l 
I 
І 
І 
і 
l 
| 
| 


И 3: А ЖКУ EJ 88 ГЕУ ЖОН 


{4—1 
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КЕЗШ. ЮЕ К-Т F k, ЖАЛЕ RS KE 
ПХ — FW 38 р, Вр 


gp. (x) = 


a ‚ эң xEEna W (0,1,2 ... 2) 


则 显然 {ө„сх) ЧЕН ЛАН ЖЛ] 《图 4 — 1) 

3° ФЕ limp, (х) = f (<) 

Зх E f(x) = ноо, ШУАМ л, EAS On B. 
ШЕН Є Bs wr ， 于 是 出 ф(х) 定义 对 每 个 x 性 有 


Фабх,) = ла = =n, 从 而 月 fO) = limp, Ce) 


ESD, ШИНЖА N, EDN., 从 而 对 
任意 saN, WA х„& Eme О x € Еш, M|) # f(x) = 
nN, F) ， 于 是 对 任意 s2N, # k, # ОЕ," l, 
x C En t, W 
<Ë, + 


“ьп 


kr 


fj фаба) = -es -ow ， 所 以 对 任意 я> N, ВН 


| (хз ~ фФ„(х) | < 1 ka _ 1 


оп о” 


H 2з —Ü (л->оо), 从 而 也 有 hm Pa =f (ху), 定理 证 


В, 
推论 1 下 列 各 条 件 中 的 每 一 个 ， 部 是 可 测 集 EE 上 非 灸 疗 
数 fx) 可 测 的 充 要 茶 件 ， 
(对 任意 实数 а, {х | 1) 送信 都 可 测 ; 
(对 任意 实效 a (x | Лә) <a) 部 可 测 
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《iD 对 任 前 实数 a, (Ок) Сау рт, 

ivy) 对 任意 实数 a 和 Ё, ра, {х а /(х)< БУ ЕГ, 

证 明 留 给 读者 。 

为 了 说 明 非 负 可 测 通 数 的 几何 意义 ， 我 们 引入 下 方 图 形 的 
ЖЖ. 

ELI В ЕСЕ", f(x) = (х x, +, x) ЖЕ 上 的 
ЧЕТА РА, G EH R 中 如 下 的 点 

(X 2) = (X Xa t'a хар Z) 

组 成 的 点 集 。 其 中 x= (xs Xe сз, xa) € E, s€ R' Н 0< 
z< (x)。 则 称 G 为 f(x) 在 E 上 的 下 方 图 形 . 记 作 CE, f). Bl 
G(E, f Уу={(х,җ)| x= (хә хә "5 xC E,0=z< 

JENER”! 
例 E/E ЕСЕ EWEEK, M/E E 上 的 
下 方 图 形 CE, 六 )， 即 是 由 函数 曲线 /(х) 和 三 围 成 的 图 形 
《除去 函数 曲线 上 的 点 ,图 4 一 2(a) )， 显 然 它 是 RxR = R:rh 
КАЙ, KAONE ESR! 上 的 非 负 西数 ， 则 ССБ, ә, Ep 
是 由 汕 数 曲面 Ax) 和 图 成 的 图 形 EHHE, E 
然 G(E, f y Rtx R!= R' 中 的 点 入 (图 4 一 2(b)). 
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4—2 (b; 


定理 2 Ш ЕСК" нар, E F3djEfn ii ех) [йн 
РЕ, ЛОО 的 下 方 图 形 G(E, 六 ) 是 w+1 维 空间 R"! 中 
的 可 测 集 ， 


证 明 GRE BASO) PATM, WE CE, 了) 在 
Кез 中 可 测 。 
将 全 体 有 再 数 排列 为 ro ro o re …， Ф 
E,= {x| f(x) ray (#=1,2,е›) 
刚 由 定理 1 知 ， 每 个 E, WE К" 中 可 测 集 ， 
再 令 B, 代表 R! 中 区 间 0<x<—r,, W B。 也 是 可 测 的 ， 
于 是 由 第 三 章 85 定 理 1 A, Ex Bu， 可 测 。 从 而 


С*= Ú (E,x В„) 


是 R°x R'= R%' рН, 
现在 我 们 来 证 骨 ， G(E, f y=G*, 


жә 设 (х ) z) € G*, BIL D, 有 #, Mi (x, zy C Ex В 
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BJ x€ E, s€ B. TEA En В, 的 定义 ， 分 别 有 
х) rs, DSS 
А 0= sr. (0), ВОЯ 
x€ E.C E, 0<sx< f (х) 
故 由 G(E, / yE X M s) EGE, /), 
ESA W (,x)€ G(E,fy, WE 0=x< f (х), Mp 
有 有 理 数 rt， 使 Оса < f (х), TER 
xC Б, 5С В, 
所 以 有 (xz) ЕЕ, х B,< G* 
综 上 得 证 G(E, f )y=G*, k G(E, JOE R фор, 
充分 性 BA ССБ, пр, ФЕ СО EE КАЕ 
m. VAE, KAEH, SERE а, {x Ло) >а) 都 
是 К" фай) R, 
实事 上 ， 因 G(E, f yf 及 ”中 可 测 ， 于 是 由 第 三 章 引 定 
ЖЗ, ЛЖ Е 中 所 有 的 x, R” 中 的 集 
G,= {x (хх) € GE, f y) = {| Рә) >} 
都 可 测 ， 即 存在 NGR, mN = 0, xI 
任意 z€ R'— N, 
G,= (xf (ху) >x) ZE (1) 
都 可 调 ， 因 mN = 0, МАВ R RER GEZ) KJ 
故 使 式 (1) RR s P fE x НЕ. ВИ, РГЕ 
а, К! 中 必 存 在 全 于 式 〈1) 要 求 的 且 以 a 为 极限 的 单 
调 减 少 列 《zs 于 是 有 


ара} = Ú (z Гоа, ) 


Е Гоо >з) Нр, АШ {x| Ох) 2а) 可 测 ， 定 理 证 
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të, 
下 面 我 们 来 讨论 非 催 可 测 函 数 的 运算 性 质 ， 
引 理 0 Еске, (f,G0)2 f G) 分 别 是 E 上 的 谓 数 列 
MAM ESO) =limf, (x), 则 对 任意 实数 а, 必 有 


(xl Лора) = бб rl одра) C) 


证 明 ”只 须 证 明 式 (* ) 两 端 互相 包含 . 
ESH }##хҗ„Є{х|/(х);®а), ГО) ра, B+ f (x) = 
lim falx), 从 而 对 任 一 当然 数 E. 必 有 No 当 >N, Bf, A 


f(x) >a + 
T JE: 
w € (x | f. GD >a - +} 
因 对 任意 >N, 上 式 恒 成 立 ， 故 有 
“Ed, {x f. б) >a - 3) 
所 以 
x€ Ú 0х1 Л. о) >а--} 


对 任意 自然 数 习 次 成 立 ， 因 此 ， 有 


x, Ë n U N {х | fa) >a- +} 
Ад=}М=| = 


Жон 落 x€ П Ú ПАЛ) а), MIHE 
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一 自然 数 &, kz] 

€ Да) 
MAN, t 

x € N (| „бо >а--Е) 


所 以 当 n> N, B$, BA 


f, G) >а- + 


Anoo, E Saxd 7), MA ЛО) а 1, ЖМЕ— ИЖ 


k ERE, МП ГО) еа, BB 
x € (xl f Ge) 2а) 

引 理 证 毕 ， 

定理 3 ЛО, О), Р), Е Е ЕЕ а 
测 阔 数 ， 且 f(x) =lim /„(х), M f Go 48328 Е ЕЕЗ ГИ s 
Ж, 

证 明 АЕ ЕА хә 是 非 负 和 的， 又 由 引 理 知 ， 
对 于 任意 实数 а, Н 


-nA _ 1 
G oS = П U ПЛ >4--—) 


于 是 由 定理 1 知 ，{x| Уа – 1} ИИ, 从 而 {xl ГС) a) 


必 可 测 ， 再 由 推论 1 知 ，j (x) 是 非 氏 可 测 阻 数 。 定理 证 些 ， 
定理 4 设 / (x), 了 ,tx) БЕ БУЕ АГРА, ШЇ 
hix) +}.6х), Х.б) РСА Е EAEI ANA Ж, 
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证 明 НЕТИ, ZEE E Ps f BA В Я 
Оф (х) EPE (х) р O чш 
офто) сф (х) sgp (х). 


тд (x) =/,(х), тфа (х) =, (х) 
НАЕЛ ОР, 对 任意 л. pT (к) + (х), 
EP-en) AREE ЕЗЕТ АА, HE 
lim{g ix) +p” Сх) = limp t (x) + limo” (xy 
= ftx) +f,(x) 
limigi ху фа (х) у = limp? (ху limp” (ху 
= f,(x> -f, (x) 


于 是 由 定理 ЗА, ЛС в ә, ЛС 7. С) 都 是 EE 上 非 负 可 
Wa. EREE, 


5] 题 


1. ШН ЗЕ 
f! u £ НН 
D (5) = 
lo ы х 为 无 理 数 
在 只 上 必 为 可 油画 数 。 
2. КЕЖЕ р 


вор = E ЖЭ ent, ТӘР m Mn 3132888 


3 r МАНЕ 
在 R КТЕЙ. 


3, MEEA R S BS ЖИ] Ж], 
4. ВЕЗА АВС, 
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S T a AR 


ESRA E TIEA 2, EET R ЖЕУ. 
REPAR REER., e. ЛУ ЗЕРЕ 
ЛЖ, EHE E Ж ДАИ ЖОН H Z Ë GERRA ТАЕ В Ж 
КЖ ЯП. 

АГАЕ BERAR A(x), 2 

JG) 4 < ME (ху >0 时 


Р(х) 
0 Y x Е (хә) <0 时 
(FOO Hox fh /(х)<0 Bf 
J (x)= 
| о х fon>0 时 


P ШШЕ 


图 4 一 3 
ДКО х), Р Сс) ВВЕ Е, ЗЕН. 
TED =J'(x)- Jf (0 ( 4—3) 
EMI 3 f(x), J GO Е ЕЗЕК, ШЖ 
TOORE БЕЧА. 
TIR E f n] J| p ЖК Г ИЙ PG Ж, 
定理 1 n Bj E ЕЙ /(х) 可 测 的 充 要 条 件 是 ， 对 
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任意 实数 2, (AoE, 
证 明 必要 性 Е Л) ЕГ), Вх) = 让 (x) - OO 
且 产 (x)， 广 (x) 削 非 负 可 测 ， 往 证 对 任意 实数 a, (ГО) ра) 
恒 可 测 . 
事实 上 上 ， 对 任意 实数 а, a0, W 
{х х) >а) = {р (x) ра) 
因为 f Cokin Ma, М a eoa 是 可 测 集 ， 
所 以 Гоу > 人 是 可 测 集 。 
车 aO, BB 
бх Рх) гар {Р (x) < а) 
因 OORE, Riol Oa БВР, БҮ 
{х| fO) гау, 
充分 性 已 知 对 于 任意 实数 а. (7х) >а) 恒 可 测 ， 往 
证 /(хун[ , БАЛШЕ 7 бю), J Сх ЗЕЯ ВГ, 
先 看 S O., WEBER a, 若 2520, MA 
Р) >а} = {| РОО a) 
由 于 (ЛО) егар, 7 ооа, 
Haco, WJ 
бх) 8 = E 
HPE TB, А ә) ayñku И, TE S Сә ЧИЛ pr 
Ж. 
再 看 广 (x*7。 对 于 任意 实数 a, 车 а>0,Ш 
{х| f Gy aY | Ру — z) 
ЊТ) > а), ТХ (хә арй пр, 
车 aLi ЩО (х) Сау = 0, Аф SJ E 
(wf (x) Сауир, TES Соза, EREE, 
推论 1 UTEE, EMI НОСА. 
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推论 2 BJC), д) Е ЕрАЗ, VD 
{хл f(x) >д(х)} 
是 可 测 集 ， 
证 明 1° 将 全 体 有 理 数 排 成 序列 
Pu Ea р" 


mA 


Лоо) [J КРОП lg O Lr G) 


ESCH B neidon WM >g AA 
MARE RK' 中 稠密 ， 靶 存在 有 理 数 rm 使 
J (x) > r,2> д(х,) 
从 而 有 
x€ (x| 0) >н) к) 
于 是 


x E (J dx for) >) N (x ао) <г„}) 
жож W 


x C ЈС), N gx) к) 


а=1 


于 是 有 + 使 

x € (<| fo rt {x | g(x)< rk 
Вр Ро.) >r I> g (x) 
以 而 


х,Є {х| ГО) > (х) У 
2° WFG) пбх) a fg) 83k, AAT BP ro 
{хә rap 《xj д(х)<г„} 
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вде пр ИШЕ, Ай 
ix| x) ray {х| gG) <) 
EWER, TERP) 
{х| (хэ 2 (х)} 

是 可 测 集 ， 推 论证 毕 ， 

ТО Оу РА З иј АЕН: 

引 理 设 wx) 是 上 的 可 浏 应 数 ， с 是 任意 的 一 个 常数 ， 
则 cf (х). Рх) с 部 是 已 上 的 可 测 请 数 . 

证 明 1° BCom, B) ¿CO nM, 

当 ¿=Q 时 ， (х) {{40. TRATE Е EKET M 
К, а, 

当 >o 时 ， 对 于 任意 实数 2, 


(x | ef (x) ау = (x | Дох) >=} 


由 于 {x 1 f(x) 之 三 ) 可 测 ， 故 《x| О 2а), 


эң ё<0 时 ， 对 于 和 企 意 实数 fa 
> 人 = 全 Лоо <) 


因为 {x (Ло) С-Н, МА fo >a yur m. 


2° RAO = ех) с, WARA Ma, 
{х} Ах) га) = {х| [(х)>а+ гу 
(HT Сх) Жо А, C ХС) гове) Е, АТ) 
{х С) гау Е, ¿K (x) — c 是 可 测 函 数 ， 
定理 2 HAA OORE E Einar aM З, И] 7,0) + 
J.G) ФЕН БЕШ, 
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证 明 对 任意 实数 zs， 由 引 型 知 a 一 ftx》 ЖЕГИР, 
从 而 由 推论 2 知 
¿| Ах) + f, О) ар {х| f (x) >а —/,(х)} 


是 可 测 集 ， 于 是 由 定理 1 知 ， Лк) +/,(х) 是 可 测 函 数 。 

推论 5 Joo Гра КАЯА ЕДЕ, S CoA pE 
负 可 测 函 数 之 差 . 

证 明 Ж Fyfe) ГЩ, ШР е ХО, 
jx) Ру РО Н Р) Г (ху ЕДЕД Н W AR 

ҖИ FOA / Ох) ЖЛ АЕ ЛЛ МВА /,(х), ftx) 之 
35, Вр РС) = f (х) Ў, (х), TERS EA -/Ь(х) у DP N] Pd 
数 ， 故 由 定理 2 知 ， 

A.G) + С, Сә) 

EWEA, Л О) (х) х) ЖЕГЕ B, 

定理 3 ЖЛ), GOO ЕАГИ РА, WMA f. Сх) 
th Jë nf 91 са gr. 

证 明 因为 G0 = 了 T(x) -FTE „(ху = fiw) 
збх), 则 

Лоо = Ft x) РОС HCY) 一 六 (wx 
I = СОО tx) +f TG) f 7 (x) ~ 
СРО) x) +f EW) f TG 

于 是 由 482 定理 4 及 推论 3 知 ， ЛО) xz) РГ К, 

定理 4 车 /(х) 蚌 可 测 函 数 ， 则 |/(х)| >O R НГ WT A 
Ж. 

证 明 AHIO = (хх) +f (x), W ft(s<), f (х)җҖЁ 
Ў, AHEM? 知 ， |/(х)| 必 可 测 ， 

定理 5 ”车 feb ЈАН, ПЛА 不 为 Ж, MU 
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1 
туната, 
证 明 “不妨 设 о) ЖЭО, ， 即 700950. 只 须 证 明 对 


任意 实数 | > ре } MATAS. 
WKE, 对 任意 实数 4, 
;| 1 ~ L) 
(х у> )= | > 0<f ey <i (1) 
а= О, * E >a }={х\|/с)>@!} (2) 
sa<0 时 ， 则 有 


(н) охоо) a 
ЮС) оГ 83, SK SEK (1), (2), (3) ЮН 
ЗЕЕ А Ж, JA OE xa 

1 
{* >} 
EWA, ЫР Fr 是 可 测 函数 ， 
定理 六 REIG, EE 上 一 列 可 潮 B 
Ж, Вилу, б) = О), M OBEE ETNEA. 


ШЕВ HAC) =/%(х)-/ (хх) (я=1,2,+-) 都 是 可 测 EG 
Ж, аш Ег АП 
Ро), х) (я =1, 2) 
ЖЕ EIENAAR. 
ҖЫ, Поту, (ә) =f), Т 
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Ит/„* (ху = f(x), limf,” (x) = f (x), 
WE, EREE, ФРГ: 
EO eyt, WA aD = f(x). т Ў ху) = f(x), MI 
HPB КЕТЕН, МАМ, 35462 МВ, Tí 7. Со) 220, ATG 
站 я> МЮ Ах) =ft(x,), 故 
Р (xO = fa) = Пт о) =limf 1 (у) 


GD #Fft OG) = 0, BM] (Guy < 0 х) = 0, (ху) 之 0 时 ， 
AMORA, Hima) РС), B ЖМ, 4 sN 时 ， 
ощ) <0, ОЧ аре МАЕ, % (ху) = 0, 从 而 有 lim (хо) =/* (xO 
当 (х= 0 时 ， 因 为 _ 

З О) 220, MU /„(х„) =f,t (x) 

Efex 0, ЩА) =Q 
Ailim (х) = f(x.) Alimi (x) =f (x), 


同 理 可 证 Шау, =] (0), 
TEHE З Д, JO), СОЕ ЗЕ Н ра e. MA 
Деу = ft O) — f Ge) Een] &Ж. 

定理 ? Г.О) 是 王 王 的 可 测 函 数列 ， 则 

lim fat) = infsu р{/, ОО}, Jim /„(х) =sup inf(,G0)) 
ФЕ Е Баг Е. 


证 明 1° #Езар{/, (х) inf {f(x)} 都 是 E 上 可 测 
РАЖ. 


| 事实 上 ， 对 任意 实数 a, H 


{x | sup (7,00 >а) = [UG 166024) (1) 
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{х | inf (f. (x) }< а 1 ={ jix 7.) Сау (2) 


由 于 每 个 7, (х) 都 可 测 ， 记 以 
(х.х) a б) Таў 
ИК n] ЈЕ, Алп (1) М (2) ПВЛ НГЕ, МЕК 
ЖЕЛКИ ДЕНЕ, Атр 
sup fn(x)), inf {fs(x))} 
TEE n] M 24 38. 
2° H SS P BS EB m, 
Suptfa(x)), inf{ fate) } 
都 天 三 上 可 测 函 数 ， 从 而 
sup {A6 finf {fatx} 
паш 


„ем ы. Р: 
Е БЪГ ра Л], TEH 
ialf spt 60), sup (тее) 


ШЕМ 


м "=" = кән 
ЖЕ Lu 0, wx 
imza Ва 
Ër E ТВАЯ, 
2] 题 


„т = 0, WEE ftx) Ж ЖЕКИ. 

. Жо) BERKA, ШИ} (x) ЕАМ AE L JS B Ра С. 
车 (x) = б) APT P, BJ fO Чис: E L. BJ B FE 481). 
. HE BH Ef — J; AE РА ЖАЛЕП ра. 


= шо Юз ы 
> 


5. Ерй 00 ЖЕШЕҖ TNTA КЕЛГИН w. 

б. 47.) 为 全 体 有 理 数 作成 的 数列 ， 可 测 集 上 的 函数 fO 对 村 所 
{еа B dlior ETA, W fO ЖЕ ОНЪ АЯК. 

7. Jœl ЖЕКА, ШИ PO REEE F DUTY Ў, 

8. ШЕН} OO E E BU Bj ВАКА Л. S an Fk — PJ S ра Е Ф. (x), 
t#lim g, (x) = f(x), 

9, WE f G) 是 ETA’, f, G) Б EGR! LETTRES, ШЕПН 
J Gy J, O) E, xE, РИ ИЖ. 


5а 叶 果 洛 夫 (Егоров) Е 


在 数学 分 析 中 ， 我 们 知道 ， 一 致 收 伍 条 件 在 研究 极限 丽 数 
连续 性 区 及 逐 项 积分 、 逐 项 微分 等 问题 时 起 着 重要 的 作用 ， 我 
们 也 知道 ， 收 化 函数 列 末 必 是 一 致 收 伍 的 例如 ,f ,x) = "A: 
(0,1) 上 上 处 处 政 伍 于 0， 但 它 并 不 一 致 收敛 ， 不 过 易于 看 出 ， 对 
于 任意 є>0, ФП ИШ (0,1) 中 类 掉 一 个 长 为 e 的 小 区 闻 
(1-е, 1) ВЕ LOO 在 余下 的 点 集 上 具有 一 致 收 化 性 、 这 
REH, MARE 中 去 掉 一 个 “很 小 ”的 子 集 e， 就 有 可 能 使 
Е-е 上 的 函数 列 一 致 收 敏 ， 

对 于 可 测 函 数列 人 们 自然 会 想到 ， 是 否 收 敏 与 一 致 收 敏 之 
间 也 有 上 述 类 伏 的 关系 ?这 就 是 叶 果 沙 失 定理 所 辐 答 的 问题 ， 

引 理 设 {f(x)} ЖЕ 上 一 列 函 数 ，/(x) БЕ ЕЮ, 
则 所 有 使 请 (x) 不 收 敏 于 РОО 的 点 x 组 成 的 点 集 D， 可 
ЫШ Ж 


{х Ao -eol er } Сю) 


7 
a 
D: 
C: 
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ED 
是 任意 一 到 严格 减少 且 趋 于 零 的 正 数 , 
证 明 RAER. ) 式 两 鼎 互 相 包 合 ， 
ЖСЖ WCD, ВІ (x0 一 v3/(xo) (> ж ЛО 
化) ， 于 是 存在 某 个 as>0， 便 对 任意 自然 数 m, bH 
sm, fÉ 17. (хо) Р) | Z, 
记 此 n Hte 于 是 显然 可 得 到 一 列 正 整数 
Bi 
使 л„ оо, B. 
Р.О) О) | Z=, 
又 因 {st} ЧАА НОЈЕ ЭЛ]. Jim He fB 
822620, 所 以 有 
Со) Ја) Ze n=l, 2,1) 
从而 有 
x € [x | f... G) С) | >e] (m = 1,2,5) 


Ts +оо, ЖИЕН М, ЕН 

“€ UJ {x | GO -col Sen) (N =1,2, +) 
нев NER, КН 

„ей [=] IAGO -SON ем | 
于 是 显然 有 

“EU N U (оо -fool2e ) 


kzi N= 


#=— Е 设 x, C £, EWE Fal) x xe), 为 此 只 须 证 明 
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FERT д>0, , НТН Р. ZT reP, iE 
РС) РО) 2>д 


事实 上 ， 设 
x, C U N б {х | | xG) — f(x] Ze, ) 


于 是 有 某 个 s 220. W 


x € r) UJ fx | |£, G) — f Gol 2281 J 


从 而 对 任 洛 自然 数 Р, шир PIN ZP, 
使 


мело -F >e, ] 


故 有 s2>NzP, № 
x, € ы [fx) РО Pen} 
即 有 sP, {E 
Ох) Сх 2®ё,, 
于 是 由 є„>0 AP {ЕЖЕ А 
Лек хеб) 
从 而 x€ D. РУ. 
те (Йй) Ë 
(i) mE < +оо; 
(и) 《大 (xz)》 是 瑟 上 一 列 几 平 处 处 取 有 限 8 BJ ut W ES 


' did lim foo =f) PP 于 日 Jool<+oo 


Р.Р. 于 EE. 则 对 任意 620 EA 三 的 可 测 子 集 e, IE m <ó, 
HE E-s 上 4 fn(x)}》 BRAT C). 
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本 定理 诈 明 的 天 体 思 路 是 ; 5 ВТ ВИЈКА PE 
项 ， 再 根据 这 种 性 质 神 造 三 的 一 个 可 测 子 集 ce， 全 7. С ТЕ 
Е-е ERRAT fO. 然后 为 使 e WE тед 条 件 ， 而 
利用 使 /„\х) э JONR кд D RWE GH GDA мр = 0) 
来 控制 。 的 测度 使 其 合计 小 于 6 的 条 件 ， 
证 明 B EERTE e WEE Е-е Eifel} 
RAF /(х), 
1° HERRIE SE ВТА, г 应 由 其 有 何 种 性 质 
的 点 所 组 成 ， 从 而 依 此 性 质 来 移 作 所 要 求 的 子 集 . 
Ш З И, Ei е 合 于 要 求 ， 必 须 满足 条 件 ， 
对 任意 e 汪 0， 存在 自然 数 N， 使 , 当 s2N |], WYA 
хсЕ-е, рү 
Ў.) O < 
ЮН. ЕКЕЖ ОУ: 
设 c >e б Deen- 对 任意 єє>0, 存在 М. 0821 
nN: 时 ， 对 所 有 хЄЕ-е, BA 
| Fatx) f (x)| <ë (1) 
TETRA XFE— ss 和 ЕНА (1) 不成立， 即便 
Р.С) -/0х)| en GN) 
成 立 的 那些 点 x 部 应 从 EE 中 除 掉 ， 这 也 就 是 说 这 样 的 太 x 都 
应 属于 所 求 的 子 集 e, Am 


а= Ú í | G) - Год za, | (2) 
s=kà | 


ФРУ А ЕН ш, PB ea 应 是 所 求 的 。 MTIR. 
因 对 每 个 0220, MERE RRA U TATIL (29) 的 了 
W e KARME 
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¿= |) x= [| =) | „(х) - feo e) 


W£ СЕ. 


2° 往 证 对 1° 中 的 ¿= | Је, СЛОМЕ E-e 上 一致 收 
AFJ). 
ЗЕ К, 对 任意 g> 0, {er} 中 有 Ekor 使 OLELE Эз 


Ж. HRA УЄЕ-е=Е-| Је, EH y Ele уфе 


点 三 1 


(&=1,2, py 从 而 对 ko 和 


у= |) { По) оо ernt СУЄЕ 0) 
"=N а 


ШМ sZ Ni 时 ， 都 有 
>$ (z Оо —- f Go | E (УЄН-г) 
从 而 都 有 
О-О) «еке (yC E- 0 
于 是 得 证 在 E- EAO Siles ГО), 
第 二 步 ， 往 证 对 任意 0020, pA SE, e 满足 第 一 步 中 
的 条 件 ， 且 m<ô, 
1° 合 于 第 一 步 中 条 件 的 。 必 是 可 测 的 ， 
因为 


¿UJ а= Пло Ло >) 


izj *=1 к=. 


Ру ЕАО БЕ (ШОШ, J 和 每 个 f(x) 者 是 E 
上 可 测 函 数 ， 从 而 由 $83 引 董 、 定 理 2 及 定理 4 (х) — f G] 
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ЖЕДЕ ПТ, 53161, 41° 
(x || „Ою -fOO Zen) 
都 是 可 测 集 ， 从 而 。 BANE, 
2° щей р, не" НАР “meN. 
但 由 ex 的 定义 ( 式 (2) ) WAHA, WEH N, #RMAR 
H|, 实际 上 ， 当 把 N: 取得 充分 太 时 ， пу а PË k 充分 小 。 
因为 由 引 理 知 ， f(x) 一 7x) 的 点 x 所 成 的 集 是 
D = U (Ue |, (xy — f Gey| реа) 


Рн Gi) SI mD = 0. 


因为 mD=0, 所 以 了 的 子 集 的 测度 亦 为 零 ， 故 对 每 个 卡 ， 
WA 


Uí б) — f G| >.) = 0 
fx 


EARRA ЖОРУ, FEARREN K TH. R HR 
m RRR 〈 即 交集 ) 的 测度 等 于 测度 的 极限 ， 故 有 


lim т (U {х | | £, G) Ро) >=]) = 0 


ЭХ ИСРАА, KARRE A 对 任意 0220, 
只 要 NN 充分 大 就 可 以 使 


ех = т (Uf: | Сә) РС) | >= |) 


оо -Feo [ze 


充分 地 小 。 于 是 对 每 个 А, 可 把 相应 的 М, 取 大 到 使 
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TEA 


me= mÍ [J «)<}ў Ле» < -S =ó 

SRE ЖЕЛИШ. 

AR: тЕ„=тЕ—те>тЕ—8д, Peak ШЕП, ТК ОН 对 
任意 6>0， 恒 有 ESE, fi mE,2>mE - ó, ñ 7,600) ЕЕ, .上 
ЗХ, 

ДЕНА Y A 3 8 ЖЛ) Л.Р КАКИЕ 9k — 22 |н] 
关系 ， 它 常常 成 为 处 理 极限 问题 的 有 力 工 具 。 因 为 通过 这 个 定 
理 ， 可 以 对 不 一 谎 收 合 的 函数 列 部 分 地 “恢复 ”一 致 收 钱 性 ， 
我 们 知道 一 致 收 仇 性 在 许多 间 题 中 起 着 重要 的 作用 ， 因 此 本 是 
理 的 意义 是 十 分 明显 的 。 下 一 节 讨 论 可 测 冰 数 构造 时 ， 就 要 利 
用 时 果 消 夫 定 理 来 考虑 有 关连 续 性 的 问题 。 

HRR EEP mE< +оо ЕЛМ, 车 mE= +оо 
时， 叶 录 党 夫 定理 不 再 成 立 。 读 者 可 参见 本 章 的 补充 例题 4 


$5 重金 (JIyaiin) 定 理 


前 而 已 经 说 过 ， 我 们 所 要 研究 的 函数 是 可 浏 基数 。 可 潮 函 
КЕН ЕКА ЕГ ТЕН. Зр, ЕВРА, НАЖ 
ВЕЛ pj ЕҢ ЖК, По АЭСА E РА 32 АМН. 
п. ЛЕГЕ ЛЕ С а, {Ниг EE 
е ИНЖЕ ИЖ, AKA F Bin и HD Ж 
Hi, 


定理 1 (82) iW 

(1) mE + es, 

GD Je) 是 Е ЕЛКА ра З. MUST E S 
7-0, BARE ЕСГ, {н 

(1) mE- Fy<e, 

(2) х) F 上 的 连续 函数 。 

因为 可 测 溺 数 是 简单 负数 列 的 极限 ， 所 以 我 他 分 两 步 来 进 
行 ， 首 先 证 f(x) 基 简 单 函 数 的 情形 ; 然后 再 证 (x) 是 一 般 的 
ЛЗР ЕЕ ВА А УИ. 

证 明 第 一 步 设 / Ge) 是 简单 函数 。 

(х) =o 4 x€ E, 此 处 E, 是 互 不 相交 的 可 测 集 ， 


ҢЕ={( ЈЕ, 
因 E G = 1,22, n) пр, ЖШ ЖБ =. aS 4 E 9 1, 对 
每 个 E, З FGE të 


т(Е,—-Ру<— (e>0) 


# 


ФЕ-1)Е, ШР ADE, Нл 
中 ”因为 对 每 个 和 Р,СЕ, ВИЖ 


Е=| }Рус| ЈЕ,-Е 
© m(E- F) =m fE- UF] =m П, Fo] 


-У т(Е,- Ев. - = ë 


т! 
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@ /G@)# F Е, 
事实 上 ， 设 €F, MH F= | JF, 知 应 有 аа, Є 


F;， 注 意 到 F, 是 一 些 互 不 相交 的 闭 集 ， 所 以 有 220, i 
р(х FDAd Gi) 
ARI 
F Y NC d) = F, N (G, 2) 
个 是 ГОЛЕ, SE, ЕНШ с TARER EFN N (xo d), 
恒 有 
| (ху -/(хә |= e со = 0 
从 而 显然 ЛОО x, 连续 ， 由 x, 的 任意 性 知 ГОО F E 
连续 通 数 ， 

第 二 步 É 斥 由 是 一 般 的 几乎 处 处 有 限 可 测 函 数 ， 

ДЕ /(х);®0, FEH HES MU J 8 — УЧЕТА ТЕ 26. 
РЎ ps(x) -> Fr)。 根 据 时 果 洛 夫 定 理 知 ， 对 任意 еро, Ж 
在 ЕБ, # т(Е- Е) <, НЛ E, L ооб) ЗОТ 
Дох), 

基于 第 一 步 的 证 明 可 知 ， 对 每 个 简单 函数 ф(х), ЖЕНИ 
Ж F, E, {8 


т(Е,- Р.) < 


并 且 pO) F, БЕЯ, 
А 


к= (е, 


amj 
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则 有 © РЕЯ: 
(2) 因为 F, E, 故而 FC E,< E; 


(8) mE,- Р) =т|Е,- Пе) =» а, z (f YF.) 
= [sn (UJ ёЕ„}] == [Uer Е.) | 


m [U E- |У н, Е у sr 
站 一 上 s= s=1 


moje 
È 


于 是 有 


п(Е- Еу«&т (E— E) +т(Е,- Буар = в, 


HEF EE To ORE BERE po- Ski fOe), 
HASLEM 2 知 / (o y y yE sb, 

综 上 定理 证 毕 ， 

上 述 证 明 方 法 值得 注意 的 有 两 点 : 

O 党 考虑 简单 函数 ， 然 后 再 往 一 般 病 数 过 滤 ， 这 是 在 许 
多情 癌 下 都 行 过 有 效 的 方法 。 

© ÆR HRK AEH E ERR. 

定理 2 EEE R 的 可 淹 子 集 ， 且 Ecte $) ftx) 是 
EE 上 志平 处 外 有限 的 可 测 苹 数 ， 旭 对 任意 220, И РСЕ 
及 在 R ЕЖЕТ s09, Wi 

(1) 4 хЄ Р, f(x) = (х), 

(2) m(EËE- Fy<e., 

证 明 HERLAN, НИЖРСЕ, wm- Fy<e, Н 
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ЖЕЕ fO gk, Wii ТД ЗЕР. ЕН РО, 使 其 在 整 
个 КЁ! Ее, 

事实 上 ， 由 于 FSE m E 有 有 界 ， 故 为 有 界 闭 集 ， 因 这 
下 是 从 一 闭 区 间 Kz, g3= (а, 办 中 去 掉 至 多 可 别 个 互 不 相交 的 
FEAR, E 这 些 并 区 间 为 (cis р). 

现在 我 们 在 К! 上 定义 一 个 医 数 g(x)， 和 使 


о ш иа 或 x 


| fx) м xEF 
Cx) fe)" 4 x€ (a, г) 
g(x) = 
fay = xE (d, b) 
Tte D i fotto, (х- с) 


当 x Et di) 


8《x) 的 图 形 作 如 下 理解 S хл, х0 N x€ F HJBEE HH 3 
ЇЧ, 当 хЄ (2,0) Ж x€ (d, Н], єх) REALA (4,0). 
(f(E (6.6), (2, DERES; 当 x€ (c, 20) BF, gix) 
是 连结 平面 上 点 Co JCD), (dd 的 直线 ， 

HER &(x) 的 定义 ， 显 然 8(x) 是 R' 上 连续 函数 且 满 
足 定 理 的 各 项 要 求 。 定理 证 毕 。 

СЕВ: 当下 的 邻接 区 间 ， 居 с, d 只 有 在 限 多 个 时 ， 
gtx) 的 连续 性 是 显然 的 ， 但 当 F 的 邻接 区 间 有 可 列 无 限 多 个 
时 ，g(x) 的 连续 性 就 不 是 那么 明显 了 ，) 

定理 2 中 要 求 E 是 R' 中 的 点 集 ， 晨 然 这 个 限制 并 不 是 
必要 的 , 只 要 我 们 知道 如 何 把 一 个 # 维 空间 中 的 有 轩 闭 乐 F 上 的 
连续 函数 扩张 到 浆 个 空间 上 去 ， 和 证 理 2 也 立即 可 以 推广 到 # 纵 
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空间 ， 

如 年 注 同 到 ， 对 于 任意 闭 梨 下 ， 总 可 以 作 一 完备 集 PE 了 ， 
使 wm%P= mwF， 则 显然 定理 1 及 定理 3 中 之 闭 集 尚 可 楼 求 是 完备 
Ж, 

еа ТАГУ: ар З, ШП 
H| ñij А 32 A A T h Г, 

另外 ， 得 金 定 理 在 应 用 上 很 重要 ， 因 为 通过 它 常 常 能 把 有 
深 一 般 的 可 测 沙 数 的 则 题 化 成 只 是 有 关连 续 沙 数 的 问题 ， 从 而 
得 到 简化 ， 


2) 题 


1. HESE. 

BER O 为 可 测 集 E ЕЛАТЕ ВОВА К, АРТЕМ e>0, H 
ME F, 使 FOE, m(ENF) <e, JE FF 上 -起 太 续 函数 ， 网 o EE 
上 是 可 测 函 数 ， 

2. АШ ФЕН НД mE< + со, MUER. 

3. 设 mE< +оо, }#) E EILEAG RAS р, ШОТ 
Е&Жє>0, AATRES, ШО mal fioo МСЕ, , 


56 ИЛЕ ak 


ЯП ЖР JU Sht htik СЫ Н Рр W С HE 
5, BETTA РА СУНУ ЕСО КЭУ TC HJ r oy, 

定义 1 фо ятЁ< +оо, {fa} Ж E ER — Ар) ЕА 
Ж, ETA EJLER ARE. MRA E F.BJ JL 3F-AF A КЕНЧ 
TUAR /(х), УМЕЕ о, ЖЕҢ 
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lim m(x| [Sa РО) ро) =0 
则 称 /. CGO) EE EO ЕШ 了 (x)， 记 为 f(x) > 0х), 
(ОЛИО Ий, ЕЕ ШКО . 

每 当 出 现 一 个 新 概念 时 ， 人 们 总 是 村 研究 它 与 我 们 所 熟悉 
ТИН ЯТ ЖЕН ж. "ЕШ ЖЖ ИИ Er ij USE sb Aku 
90222 ЇН] Н ЖА. 

定理 1 (ОЧ ЛИ ЕШ) 设 

(D жЁЕ<-+со; 

(H) (OJ E ЕЛ, ЕЛЕК A RR ë yn Tm] = Sç, 


(Шш) lim f(x) =fix)P.P, ФЕ, B |х) | < + сор, Р, 
+ E, 


ТЕ E L. hG) = 一 > 六 (x)， 

证 明 RAESTE LT, RITAR ay 和 和 
Ло) 为 外 处 有 限 。 根 据 已 知 条 件 显然 满足 叶 困 洛 夫 定理 的 条 
件 ， 故 对 任意 a 之 0， 有 可 测 子 集 GE, imece, WELG) 
在 E-e 上 一 致 收 伍 于 ГО), ME o 是 任 一 正 数 ， 则 自然 有 
N, 使 т>М t}, 

|}„(®)-/(х)|<т wEE-s 


因此 ， 当 n>N Bh, С.о -f(x) [>о}сео ВМ 


"{х С) к) | ol me 
由 220 的 性 意 性 知 ， 当 лоо H, € 
тб fat) -F0 >о}-=0 
Bp /„(х) === f(x), 
这 个 定理 告诉 我 们 : 在 具有 有 限 济 度 的 集合 EB 上 ， 一 个 可 
Ж жж Ju ЖЕАР ССГ ӘК ШОС, ЕЖЕ 
КӘС К ЖИЕ ЕЛОРДА АЕ, ЛЕНЫ, 
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反之 如 何 呢 ? 下 面 的 例子 告诉 我 们 ， 这 个 问题 的 答案 是 АЕ 
的 . 

Pl: 在 区 间 50,1) 上 作出 一 个 可 测 函 数列 ， 它 是 依 测度 收 
但 的 ， 但 并 不 几乎 处 处 收 敏 ， 其 至 是 外 处 不 收 合 的 。 我们 分 三 
步 进 行 讨论 ， 

1° 在 区 间 (0, 1) БЕЖ. 

取 区 间 [0，1) 为 E, 自然 有 wzBE< +оо, 

在 50，1) 上 定义 函数 ， 

J (к) =1 xECO,1) 


f PO) = $ єт) 
0 x€ |51) 
J (x) |. x€ wz) 
1 sefy) 
一 般 地 ， 将 C0,1》 分 为 等 分 ， 我 们 就 定义 第 组 的 第 7 JP 
ЖЛ 
[7 2) 
(h (x) = ‚= . =1,2, 5, Ë) 
/ + | кє, Г) {(га],й 


也 就 是 说 定义 / Р(х) НОЕН РАК, ТТЕ) Жош 25 
Р 个 小 区 间 上 恒 等 于 1 ， 而 在 其 它 地 方 则 恒 等 于 0 。 

| Аф) = f? бю), рок) SSPE фаб) =f,2 G) Ж) 
\Ф„(х)} 是 定义 在 [0 1) 上 处 处 育 限 的 可 测 函 数列 ， 令 
p(x)= 0. 
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2° 往 证 在 C0, 1) E, Ф.х) => ф(х), 
对 任意 5>0 # o>, 由 meom б), Mb 然 
对 任意 sn, {НҢ 
{х [р 00) —ф(х)| Ze; =: ó 
从 而 有 
lim nix) (р(х) ФО 20} = 0 
Жос 1, Ше.) Я kap: taR, BRA 
(x pax) ecol 26) = |277, +) 
因为 由 рио Еда, REEE |) 上 有 
(p(x) —ф(х)| - 1 20 
ЇЇ ХЕНД ЕЛМИ ВУ, H 
m{x (роб) О) Zo) = b 
当 я->сс 时 ， 显 然 有 >o, ДД; 
lim mix || pa) —ф(х) Гро} = 0 
АЛЕ СФ, 1) E ф„(х)==>ф(х), 
3° 往 证 在 [0,1) 上 上 ф(х) 一 >p(x)， 
实际 上 ， 对 于 任意 С С0,1) , H p(x) 的 作法 可 知 ， 
Фф. х)у 中 必 有 无 限 多 个 阔 数 在 x, 点 等 于 1 ， 也 必 有 无 限 多 个 
М E x 点 等 于 9， 所 以 《gst%x,) 》 不 能 是 收 襄 列 ， 这 说 明 
LPatx)} 在 C0,1) 上 是 处 处 不 收 合 的 ， 


此 例 说 明 ， 依 测度 收敛 是 比 几 乎 处 钼 收 人 第 更 为 广泛 的 一 种 
收 仿 ， 但 我 们 有 下 述 定 理 ， 


定理 ? С нЕ + оо, falx) =>f (x), Ж с) у 
* Riess 
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DETI) ( f, (x) 几乎 妊 处 收 化 于 ГО). 

先 对 定理 的 证 明 作 一 下 分 析 。 因 为 我 们 是 到 从 (f(x)》 中 
ЖЕГЕ ЛОРКА Г). НЗ 
理 可 知 ， 这 具 须 选 出 一 列 正 整数 

ааа та 
使 
mD =m (UJ 


Å=] 


Г\ Јело -/(х) | >) =0 (1) 


ДА т ае, >e — 0, ERTA ШУ EETA ARN 
АРЖЕЛЕ ЯКИ (я). 


事实 上 ， 要 使 式 〈1 ) 成 立 ， 也 就 是 要 使 对 任意 的 a> 
都 有 | 


m Í NU (lAn Лоо e0 2) 
因为 但 个 
UJ (x ЛО) — f(x) Ler} 


都 是 可 测 集 ， 所 以 式 〈2 ) ААН a b'uj ЖЕЛ 2 8 BU 
WE, H тЕ< +ceo， 于 是 由 第 三 章 83 定 理 11 及 其 证 明 ， Жр 


m (MU Cif -Fo fod) 


slim m (U e fa 79 >e9) Ca) 


TE, AER (2) RY, RAA (3) ЖН, 
XA 
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m (U (х ыб) Дх) e} ) 


<У mt fa -SOD [реку (4) 


r= М 


所 以 只 须 证 明 对 任意 54220, {Н 


lim У mx | Оо -F Ze) = 0 
Ne І № 


RE. АТЕВ НУ) w{x | f. О -fx) [之 ex} Ж 


i 三 1 


Ж. 
菇 于 上 述 分 析 ， 我 们 来 证 明 本 定理 如 下 ; 
ШВ 1° 选 子 列 (J. GO, 
B ¿>a Ter, MARA IF AA B W gk Bj EE. 
较 定 理 ， 自 然 会 想到 要 取 一 个 收 雍正 项 级 数 
站 二 
因为 已 知 f(x) =>), BHES о>, Ж 
lim Д6 | ‹х) - О) 220) = 0 (5) 


于 是 对 于 61220, 1 之 9， 显然 必 有 正 整 数 s, $ 
пб оо Гоо жа}, 
同 理 对 6,220 和 220, БУ л, W 
mix бо Гоо аут, 
ATER n>m (ЖУ НЕЕ 1> EA mall f, GO 
Ро уот 0, Ы (6) 矛盾 ) ， | 
ЙЫ ert HI т.220, BR nepo 使 
m |, G -/о [> Утка 
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H як с>, бе ШУЙ, 
对 ек0, m> {НО АИО (5) SL Are WE 
тх Р x) 0) | 22е) 
H пк>л+_\, 
T Bi 8926145387, {НИШ CORTAN J. GO Es 
得 对 任意 є. 5 
mix | fa OO - 7 O) |е, 
2° ш ( Л ООНЕ ЕЕ ЕДА ИЗ РОО, 
让 证 明 的 分 析 中 如 ， 只 须 证 明 对 任意 e0, TAT 


lim У т{х 'f, (x) РО) es} = 0 
H ~ æ ТЫМ 1 


HEE, HER 520, RE БЕМ >, MA e;<, F 
是 有 
(ai [fs (x) РО) [edet Р О) ГО) 28) 
从 而 有 
mix а о) Го) Remi Sa O -OD [е 7 


Э) п, ШО 


lim Уно -A6 же} im) n =o 
i= N 


TERA (3) AA (4) 知 ， 对 任意 020, BAA (2) 
Жэ, ИҢ 


” (Пу | (x) — f (x) [>)) =0 


于 是 由 ex>0 的 任意 性 得 证 式 〈1) Ri M 
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m D = U e U) tx | f, бх) О сев) \=0 


a 二 | N=4 = № 


Нон 扩 GO) ЖР (х) 的 点 组 成 的 集 、 从 而 得 证 
{ San COEF EJLER AT Гоо). 

定理 3 REELE f.(x)==> х), Jaco 一 > 8 (х), W 
TOO H OEE Е ЛЭР, 

证 明 gE (x) = g(x) P.P F Е, ИШЕН] 
тм /(ху-з&д(х)у =0. 但 由 于 


(Лод зед) = Ü {xl Лоо - доор» 1) 


ШИЖ, ХИЖАКА л, WA 
mÁ x Род — р(х) | 之 72) =0 


事实 上 ， 因 为 
| (ху gx <| f(x) — fx (x) |+] (ху ~ g (Gayl 


{x оо - zGo| > 


) S (x | fo -Aol 222) 


U (x || GO - gG@0 | 222) 
从 而 有 
mx fo вод > TSm(x РОО - GO] 22.) 


+m (x | Go О 225) 


因为 (х) х) Н. /„(х} ==» gG), ЗЧ &—=oo 时 ， ER 
右 端 趋 于 零 ， 改 有 ‚ 
т{х По) - g(x)| 2) = 0 
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МАШ мх ГО) зед (х) у = 0, Вр (х) =д(х) Р.Р. FE, 
定理 3 说明， 如 果 把 几乎 处 处 相等 的 函数 视 作 同一 个 除数 
时 ， 则 依 测 度 收 敛 的 备 煞 列 药 极限 是 唯一 的 。 


2) ЯҢ 


L Жу) == 00,700) = (к) PPF E, W| F (z) —> g (xy , 
2. Фр р.б) ==> р(х), 8, (0) == (а). MH Р, ба) +z, (0) ==> 
few} + E (x), 
3。 勒 贝 格 定理 在 mE = + os 的 ЕРЕЖЕ. 
ta W mE< +оо, {A0 yE БАИ, MH, zy yE E E 
INE Р ORERE: SH. (xy } 的 任 一 子 序 列 (А. G) } 都 
可 以 从 中 再 找 一 个 子 序 列 (U. 0 HLPA КРУС), 
5. УРЕН Н, 4 上 co 时 ， 
f | t (xy) == f x) 
而 当 nokt, Ж 
РО (x) === (0) 
WE {уо 中 可 以 选取 函 煞 列 依 测度 收 敏 于 fO, 
6. 一列 扎 乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 7, (баў, Jace, WEN RE B DS 
БРЕ, ATEREA o 和 е, 有 如 下 的 N 3: n>N, MON 时 ， 
"а | }.—14\>о}<е 
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ж ЛААЛ 


Ж рр ЖЕ НОЕ ТАА, MINARA 
论 ， 它 是 实 变 函 数论 要 研究 的 中 心 问 题 ， 我 们 知道 数学 分 析 中 
的 莹 曼 积分 在 解决 求 积 ， 重 心 和 和 矩 量 等 问题 中 曾 起 过 相当 重要 
的 作用 。 但 随 着 科学 和 工程 技术 的 不 断 发 展 则 需要 新 的 数学 工 
具 ， 而 黎 曼 积分 已 不 能 满足 这 种 需要 了 ， 佬 曙 积 分 的 主要 缺陷 
在 于 它 对 函数 连续 性 的 过 多 依赖 ， 且 在 有 关 微分 ， 积 分 等 极限 
运算 中 ， 极 限 次 序 可 交换 的 条 件 也 是 相当 敬 刻 的 。 勒 贝 格 积分 
在 一 定 程度 上 丈 补 了 黎 曼 积分 上 述 的 不 足 ， 从 而 它 较 之 黎 竖 积 
分 有 着 更 为 广泛 的 应 用 ， 

现在 ， 建 立 勒 贝 格 积分 理论 已 有 了 多 种 不 同 的 方法 ， 我 们 
在 本 章 里 所 采取 的 步 又 和 方法 是 与 歼 S 积 分 的 建立 大 体 相同 
的 ， 这 是 为 了 便于 和 读者 熟知 的 歼 曼 积分 相对 腿 ， 从 而 将 有 利 
于 我 们 更 好 前 理解 和 掌 担 勒 贝 格 积分 理论 ， 


И БУЕН 


ВПЧ, ЗК Н БН БАК БАНЕР 07; 
法 来 建立 惑 贝 烙 积 分 ， 因 此 我 们 兽 先 央 履 一 下 歼 曼 积分 定义 ， 

设 fO Ruh Са, 22 上 的 函数 ， 

第 一 步 “ 分割 A(*x) 的 定义 域 Са, 的。 

任 取 分 法 T， 把 Cah 分 割 为 и 个 小 区 间 
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[хә xnl G=0, 1, 2, +, #—1) 
А(Т)=шах{х;,,—х;}, 
POP т. 
ШЕ S C UX, xaj, ТЕЙТ 


Ф 


o= У, FED (хас 


第 三 步 ” 取 极 腿 
И ЖЕҢЕ ЗЕТ Ж ТИ Єх о х;,,], їп Ж 
lim У боенсо] 


107-9 
则 称 (x) 在 Са, ЕЕ, AII /(х) 在 Са, бә 上 的 积 
分 ， 记 为 

= | хуйх 


BW ЖАПА: ААЖ Е ЖН. ВТЕ ТЕЗ ОК ВЈ 
ERZ- Е, Б 4 FARS І Н ЭУ Ау ЛМ АГ, mE 
要 把 一 般 点 集 分 解 为 互 不 相交 的 子 集 的 问题 ， 为 此 ， 我 们 先 给 
出 点 集 的 分 划 概 念 ， 


点 集 的 分 划 及 勒 贝 格 大 、 小 和 和 


定义 1 ао вания, EF, Б, с Е E 
的 可 测 子 集 , 且 ОЕ,ПЕ,=ф Gxi, E= Ú Е, ШИ Б, E, 


ту E, 是 王 的 一 个 分 刘 ， 或 者 说 等 式 E= Ú E, 表示 上 的 一 
个 分 划 ， 
(2) 设 E = 0Е, E= 0 М, 都 是 E 的 分 划 ， 则 每 个 
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E; 和 作 一 对 作成 的 所 有 交集 EKAM, ФЕБ 2), ЭР 
称 它 为 比 前 商 个 分 划 更 细密 的 分 划 。 
事实 上 ， 首 先 由 于 每 个 E1 ЖИЕ М, 都 可 测 ， ДИТ 
ENM, 都 是 可 测 集 ， 其 次 对 任意 Ei; 站;，E, 站 对 :， 和 恒 有 
(Б,Г\ Му) r) (E, M,) 
= (E, БУП (M, ПМ = $ 
百 者 ， WIR E2U Ú (E, M), 男 一 方面 ， P € E, 则 由 
АЕ HE, Mi 使 PE E, АРЕ Mao AWAPE ERN 
M; 于 是 有 
PEU 0 (ENED, Am EC Ü U (EN M) ` 


г E= Ú Ü (E, MD) 是 EE 的 分 划 , 
特别 值得 注意 的 是 ， 对 每 个 E, G= 1, 2, m, AF 
E,= Ú (EN Mp 
同 理 ， 对 每 个 М, G= t, 2, +, m), EE 
Mi = Ú (EiN Mp 


为 了 建立 新 的 积分 需要 ， 我 们 考虑 用 分 着 函数 值 域 做 其 定 
多 域 分 划 的 方法 . 

设 нЕ +оо, [ORE ЕНИ. AO) {ЕБ 
上 有 有 界 ， 故 存在 常数 b, B, 使 ¿< }(х)<В (ЄР. 比如 
用 分 点 ， 

b= yy << B 
ШЖ C5, BARRA ГЕ] 
[a Yds Сз» .zy Бу Ја) 
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E= {x pJ} 

E,= {|р 0х) Ly} 

E,= (x| у,< f (x) y} 
因为 fO) ЖЧ, Ы En En E, зт, H.E 
然 有 


E, E,= ó ај), E= Ú Е, 
Ж E, E, ,6, 构 成 5 的 一 个 分 划 ， 


依据 上 述 方 法 对 EE 作出 的 分 划 与 黎 曼 积分 定义 中 对 定义 域 
区 间 的 分 割 ， 蚌 有 着 明 最 不 同和 的 (图 5 一 1) 。 КЕЕ 是 区 


图 5 一 1 


' 隔 ， 它 的 分 划 中 的 成 员 即 子 焦 EB; 也 完全 可 能 不 是 区 间 ， 这 一 上 后 
从 下 例 中 会 看 得 更 清楚 ， 
bz D (x) JECO, 13 E BJ BH АЗЕРИ ЗК, Ep 
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Dex) s 11 *© 0,12) 是 有 理 数 时 
(0 x€ {0,1} 是 无 理 数 时 ， 
[11Ң((0,1])={0,1}= 0—1, 21, Se- LIRA 
一 1 = y <, = >? = 2 
则 
Бү={х|-1<Ю(х) <+) = {x| D (x) = 0) 
JEC0,13:B Ry 3; 8 E, 
В,= | x „<р (х) <2}={х О(ху=1} 
Со, нна. 
WRH: mE = 1, тЕ, = 0, H BNM E, = Ф, rO, 171 一 
E, U E» ЖЕ, 王 ,是 [0,13 的 一 个 分 划 ， 
EX2 W G) ЕЩ ЖН mE< +оо, (x) 是 三 上 
Ж Ж, 
Gi A В Ф JOE E 上 的 下 确 界 和 上 确 界 ， 即 
gx) EB (x€ E); 
GIDA E MARDE = В, BAMBA ЯА) 在 Bi 上 


BJ F Кый ЕН (2=1, 2, es л), 
则 分 别称 


为 f(x) 关于 分 划 D: E= Ü E 的 小 和 与 大 和 ， 
山 小 和 与 大 和 的 定义 可 知 ， 对 五 的 任意 分 划 D: U Mi, 2 
有 


Am << = Bm E. 
事实 上 ， 由 于 # 和 分 别 是 fO EE БЇК Е 
Ж, 2. w 8B, 分 别 是 /(х)ХЕ_Е T 3 М, G=1, 2, €, WE 
的 下 确 界 和 上 确 界 ， 从 而 有 
EN B,= B (f= 1, 2, 
Авл X 6 W ЛЕ uj JI PE 


mE = „(U w.)= Y: "М, 


б, #) 


于 是 有 
inE-4(》 „м)-У, im М, <J ¿m M, 
r= s= =] 
<ў Bm М, <ў Bm M, - (Y mM,) 
I=] i=l i=] 
= BmE 
而 


-F bm M., -ў! В.тМ, 
r=] i=] 


АТЛЕТ РЕ, 
引 理 1 E а) ЕШ BE mE< +оо, f(x) R E F LES 
ж, Hé, ВУД A(x) 在 E 上 的 下 确 界 和 上 确 界 ; 


GD рч E= Ü) E"， 是 比 PD，E= U Е, 更 细密 的 分 


W, E 7、 了 "是 关于 分 划 DD 的 小 和 与 大 和 ; nS ERFAR D 
的 小 和 与 大 和 ， 负 有 
з ЛУ 
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证 明 1° D'EI DEARA, ELR, 7 


L 


划 D'W ДЫҢ D SIRIA D": E|] Б" “A 


£= 


并 ”而 成 的 ， 即 


N L K.L 
р" E= U UJ (E, N E'!,) = UJ Ер 
i=: 


其 中 Ers ENE" 
2° 因为 En 都 是 БГ ЖИ, MUE Фа, Bak fO) 在 
E, 上 的 下 确 界 与 上 确 界 ;性 和 了 是 fO yp Б, 上 的 下 确 界 与 
EHK, WA 
Вер B =< В, B 
(j=), 2, се, N; &=1, 2, L) 


于 是 有 
NL NM L 
= У батЕ = > (Ў bamEir ) 
Jeksi J=1 41 
>Y (DomEn) = У b, (У "Еһ) 
у= À=! 4з} 
-X mE; = 5 
х, а L ， 
$' = > Bmbir = y (> ВуктЕу) 
Хай] =1 &=1 
N L 
<), (È рава) 0 нв) 
Ј=1 йш} = 
-y B mE = š 
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但 cS, wA 
EE 
如 果 我 们 把 一 个 分 划 比 另 一 分 划 更 细密 的 情形 ， 简 称 之 为 
分 划 坊 细 时 ， 划 让 理 1 可 简 述 为 ， 当 分 划 加 细 时 ， 小 和 不 诚 
小 ， 大 和 和 不 增 太 ， 
引 理 2 任何 小 和 总 不 超过 任何 大 和 和 . 
证 明 HD, 0. 是 任意 二 分 划 . л, 5, Жр 的 小 和 与 大 
和 ; 5, 3.38 РАЛЫК. ре 是 由 р, р, RIP B 
ИЗЕП ЕЕ АШ НУ, Et, S" ЕРАЛЫ, 
测 由 引 理 1 Я, 
С уау 
а ау Сау 
于 是 存 
了 
由 分 划 D,，D, 的 任意 性 ， 引 理 得 证 ， 


二 、 有 和 界 函 数 的 积分 


ENLI МЕН Н mE< + co, f(x) BELAREN, 
由 定义 2 知 ， 对 的 任 间 分 到 了 DP， Оо) 8 上 关于 DP 的 小 和 
sn 与 大 和 Jo, B8 
ómE=< sp 5ь<ВтЕ - 
其 中 5，B 分 别 是 f(x) 在 EB 上 的 下 确 界 和 上 确 界 。， 因 此 ，f(x) 
关于 三 的 一 切 分 划 的 小 和 与 大 和 构成 的 数 集 都 基 有 界 的 ， 从 而 
它们 都 存在 确 界 ， 令 


| fixjdx= sapto) | хуйх = infi Sp} 
=F E 


出 分 别称 (| ооа foods 为 1(x) EE 上 的 下 积分 与 
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上 积分 . 
册 下 积分 与 上 积分 定义 可 条 
D тЕ<| /(х)4х< Bm E 


bm Вес | хуйх BmE 


(2) 对 王 的 任意 分 划 D, ру 5р 是 了 的 小 和 与 太 和 ， | 
必 有 


s<] Sods, [ уо04х<5» 
© WE TEB RD Si D', $ 
| fedr -<| /(х)4х 


| fix) zx<yo<| #(х)4х + ё 


авз | /ооах< оба, 
证 明 由 下 积分 和 上 积分 定义 知 ， АЖ ШЕНН 
sup C )<Sintí Šp} (1) 


出 引 理 3 得 知 ， 任何 小 和 总 不 超过 任何 大 和 ， А 
{中 的 任何 数 都 不 天 于 《43 } 中 的 任何 数 。 从 而 式 COR, 
引 理 得 证 . 


定义 4 ЖЕҢ Н mE< +оо, /(х) ЖЕ LARAN., 
Ж 
|. fixjdx= |, хуйх 


则 称 /Оо)ЖЕКАЖ ЗЛЕ CAESIO F), HEE, 
下 积分 的 共同 值 为 OOE ERRI. WHE 


| /‹х)4х 
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Вр 
| одак» | соак [7 одах 


#1 设 5-0, ДЕБЕ Ор) ЛОО 
都 是 有 界 可 积 的 ， 且 


|, fx)dx=0 
证 明 ”只 须 证 明 f foods = | одах о, 
事实 上 ， 因 mwE=0, 且 fCEIE СА, В), WAK, MAER 
М, ЖЕРЕ ЛАР, EA 


0= AmE= s= j = Bm E = 0 
从 而 由 上 、 下 积分 定义 与 引 理 3 有 


<| годах | оёх 0 
Bi 


| _/оо4х= |, Ғо)йх= 0 


于 是 由 函数 有 界 可 积 定义 知 ，F(x》 ЕБ БИЙ, Н f(x)dx 
= 0, 

例 ? (0,13 БН ЕДЩ D(x) 在 C0,1] 上 有 界 可 
积 ， 且 其 积分 等 于 堆 ， 

证 明 ”由 上 、 下 积分 定义 知 ， 对 00,11 БИЕ ҖЫР, {н 
有 


saf Dedas] PON dx 
Жа1 +l 


一 [和 10 
AE RAEC, 1 存在 分 划 D', ië 
fp = Sp = 0 
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5 
E= {x| р(х) = бф}, BE,={x| р(х) = 1) 
显然 忆 :C0, 1)= E,U E,Bk(0,13 之 一 分 划 , ELE, = 1, mË, = 0, 
хр, Җ 
f = 0:1+1:0=0= fp 
РЖ 
0 = fp: <| Dodac Р{хуйх= 5. = 0 
Вр 


Ррехуйх= | рой | Р(хуйх = 0 
) = (0.1) (дь) 


(bs! 
定理 1 ОЕ РНТ PS Sk BU e ЖШ RIFE, АПЕК 
e>0, ЕЕН) D, ШТРУМ зь ZE 
J ё, 
证 明 ЖЖ PENE We 0, BAUD, js 
Ofo- Spe 
下 是 结合 定义 3 ， 有 
|, хуйх Yr sp вос) Года 
Шш 二 0 的 尾 意 性 有 
|, Јода} food 
Ан 3 41, ЕЖА БЕ SF ДА Л. WA 
СЕ | {хуйх 
BJ fx) 在 EB 上 有 界 可 积 . 
必要 性 设 ftx) 有 界 可 积 ， 则 有 


|, dx= | foods= | х) х 
E x E 


= РЕ 


20? 


对 于 任意 < 二 0， 扣 上 、 下 积分 定义 ， 应 有 分 划 D. 和 Do 5 
别 使 


s, >| fds- -| fodx- È 
_ Ë Е 


E 

2 

[ооа =| Рух + = (I) 
Е 2 Е 2 


JEP s, 53, 分 别 表 示 D; 的 小 和 与 D, 的 大 和 ， 
ЛЛ Олд ШР, D, “合并 ”而 成 的 更 细 窗 的 分 划 ， 
s，3 为 也 的 小 和 与 大 各， 则 由 引 理 1 及 引 理 3 知 
TEST 
结合 式 (1) 有 
E 


-E 
QS e 717, — п t= 6 


ТЕ ЖЧП АТАШ, 3ETHE T T B) Se e 
人 性质 . A FEER, aA H GI р 32 E X ЗС Б kE p 80 
贝 格 积分 的 需要 而 给 出 的 . 
定理 2 设 mE< - oo, MJ fO ЖЕ 上 有 界 可 积 函 数 的 
充 要 条 件 是 ，j(x》 是 EE 上 有 有 界 可 测 通 数 . 
证 明 充分 性 ”由 定理 1 知 ， 只 须 证 明 对 尾 意 6220,1 
ЕЈ] D, $ Sp- sie, 
1° É ATSB, MAERO, 可 将 “2 3 如此 分 
al. tE 
b= yy < La „= B 
iid G=l, 2, 3, =, а) 
5 
E= {x yf OE) G= 1, 2, е, m) 


则 每 个 有 :可 测 且 互 不 相交 ， 内 此 ра E< {ЈЕ 


i=l 
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бар TD, 的 小 和 与 大 和 是 
spa= > фин E, Sps= > В.тЕ, 


显然 Jia Ei Ву, АЛП В, ,<0 G =1, 2, сз, н), 
所 以 有 


$ру— fpa = > (Bi— b) mE,< à mE,= дтЕ 


i=l 


2° 8220, Ш1° WRR ROY. 


— “í 
mE + 1” 


关于 
分 划 D， 的 大 和 与 大 和 ， 便 有 


一 ` Бес É 
$ 了 pr Зр ар Ee 


于 是 由 定理 1 知 f(x) 在 E 上 是 有 界 可 积 的 ， 

必要 性 已 知 f(x) 在 BB 上 有 界 可 积 ， 往 证 f(x) ЕЕЕ 
可 测 。 为 此 ， 可 用 fO 构造 简单 汤 数 烈 ， 通 过 简单 阔 数 麟 的 
极限 函数 可 测 来 证 明 f(x) 的 可 测 性 . 

1° Вх) ЖЕ 上 有 界 可 积 落 数 ， 则 出 定理 1 知 ， 对 每 


个 二 >0 (n=1，2,…), 都 相应 地 存在 分 划 Р, (n= 1,2,…)， 
使 关于 D。 的 小 和 与 大 和 


s= У нЕ, 3 人 


JE} . izl 


合 于 不 等 式 
Ja 一 sel ( 1 ) 
я 


& р, Ж ЕЖ р, D, <, D, ПАХ], Др, H 
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Р, D, ~“. D, +, 且 由 引 理 1 S k (1) 1, D, 的 
小 和 与 大 和 奶 然 满足 
1 


Y. 一 了 < 一 


所 以 我 们 完全 可 以 要 求 上 述 的 一 列 分 划 ， 是 一 个 比 一 个 更 细密 
(HW D'= D, D'=- D Уур,2А%, D; = 了 ,与 D, 合并， 以 
ТИ) 的 ， 
2° 在 每 个 分 划 了 .上 作 简 单 国 数 如 下 ， 
Batx) = B;'", ёбх) = #И" sa C ЕБ} 
(г=], 2, -з, Ma n=l, 2, +) 
因 В„(х), 2.0) ЕНИН. 故 都 是 有 界 可 测 的 ， 并 且 由 
于 分 划一 个 比 一 个 更 细密 ， 则 显然 有 
BON SB O) e BGO Se a 
Восх) Ё, Сх) д (х) E: 
所 以 lim В„(х) 和 lim (x) 都 存在 ， 令 


R— со 


&(х)=1пп В,(х), 下 (xy= Пт 2,0) 


则 由 第 四 章 33 定 理 6 知 g(x)} 和 h(x) 都 是 有 界 可 测 函 煞 ， 且 
显然 有 
Ак) Р) (О) EB (2) 

3° 由 2 中式 (2) ЖЯ. ВЕНЕ AG) = g(x) Р.Р, F 
Е, M|) (x)= д(х) P.P. Е, Тун 533 及 
gC уи ВЕ ВВЕ / COo 可 测 . 

Жу, БЕ Ж(х) 与 s(x) 不 是 几乎 处 处 相等 的 ， 则 应 
有 某 个 &>0, (Ë 

‚ тБ„=т\х| gix) – В(х) e= 6>0 

因为 В,(ж) 2280), 2,0) А (х) (2= 1，2，…)， 则 在 Е, E 
更 应 该 有 
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B(x) 一 P (x) 2, (я = 1, 2, =) 
从 而 有 


5. = 了 am = > (В, ш ¿ym > У) СВ," = A ym (E, N Et) 
i=] шї 


иж 


> е, У mÆ NE”) = emE,,= ó (3) 


因为 s6 是 大 于 零 的 定数 ， 故 式 (3) FEAF 


5 20 (л-®со) 


于 是 得 证 Ai) = (x P.P. РЕ, Mm / О) E Еп, 
定理 3 设 тЕ< +оо, ф(х) ЖЕ БАТАА TAi. 
G(E, pE pot E 上 的 下 方 图 形 ， 则 
| pdx = тб (B, ф) 
我 们 用 定理 2 rH TF EB Z, ЖЕРЕН ЛЕ Ж.Н ЖОЕ ДК Ж. ЖЕНЕН Ut, 
定理 ， 
证 明 1° 因 еб) E FAR GE MM, А ф(х) 
在 E. 上 有 界 可 积 ， 于 是 对 二 之 0 《(z= 1，2，…)， 应 有 一 列 一 
D,, D,, с, Da ~ 
使 美 于 DPD, 的 小 和 与 大 和 


Ja 二 > di mE ™, $„= 2: B mE:™ 
г | 


1=1 


S,- .< 一 (s=1, 2, =) 
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又 因 „= | ФОхуйх 5, (п=1, 1, ©) 
Е 


їз <| ро) ах fa ida f, - Л 
М 
tim s, =Í Px dx (1) 
С В 
2° ЖАТР, ЕЕ В Ў, 
р(х) = m, x€ E" 
G= l, 2, сэтш т=1, 2,5) 
AJo, АВРАТ ДЕ ВА hoo ДЕД. Hl 
OB AI EO 6,0) р(х) — (2) 


设 Е,= (s| iu(x)-Sp(x?}， 由 于 在 定理 2 必要 性 证 明 中 
已 知 

lim #„(ху= (ху pao P, P, + E 
ШЖ mE,= 0， 因 此 有 ， 


„= > b mE, = mG (FE, 5,) 


E: 
-mG(E -Eg 8.) 6 т60Е,, 5) 
= GCE ~ Ey 5,) (3) 
(mE,= 0, We ж®С(Б,, 2.) = 0 
3° HX (2) K3Mw€ E- E, 时 有 


lim 2,0) = ф(х), WGE -Ep ф) = | }С‹Е-Б„ ВА 


再 由 式 (2), # 
GE -Ep EGE- Eph) S 
GE- Е; ё.) SC 


РЕЖА ТН ОЗО, AmA 


mG (E —- Еф) = "(| JEE- Ез ba) ) 


+=] 


=lim mG(E ~ Es Ф) (4) 
РАЖ (1). (3) 及 式 (4), # 
J Pdr limas= ттс (E -Ea ba 
=mG(E- Ез фу) = mG(E — Е, фу + mG (Ba Фу 
= mG (E; p}, 
定理 4 ВЕЛО), дО) ЕЕ ЕЛАК ВА, Д) О 


tg f(x). go 也 都 是 互 上 有 界 可 积 函 数 ， 
证 明 由 可 测 函 数 狂 质 及 定理 2 即 得 。 


2) 题 


1 试用 定义 证 明 ， ЯЕ (ab LATER, 则 它 的 特征 函数 
ХС ELE F N DL пу, 3FH E BS y 8 Sk TR EP) IEE, Eh 


£f 
иэ, Хабода= |, Хеб) dx = mE 
2 ESRAS j(x) ERE ЖШ R, ШЖ СУС), 


G), у L SRB ТЕ 


з ”证明 JWF (а,б) ЕЛИНИ. HIRE Ceb 上 有 
Ж, ШЕШУ ИНТЕ Са, b) L УШ! ЖЕН ЛАРА ЖО. 


52 ПЕНУ Е 78 (Riemann) 
， 积 分 的 关系 
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有 界 沙 数 定义 了 一 种 新 的 积分 ， 即 勒 贝 格 积分 ， 因 此 我 们 自然 
需要 漠 消 楚 这 两 种 积分 之 加 的 关系 。 为 简明 起 网， 我 们 仅 就 实 
直线 R' 中 闭 区 间 上 有 界 诈 数 来 寺 论 这 一 问题 ， 

EE MEARAN f(x) 在 闭 区 间 Са, 全 Бану, 
则 f(x) 在 [6 上 也 必 莽 勒 内 格 可 积 的 ， 且 此 二 者 的 积分 值 
相等 ， 

证 明 1° 通过 8 中 的 讨论 可 以 看 出 ， 黎 曼 积 分 定义 与 勤 
由 格 积 分 定 闪 大 体 上 是 相似 的 ， 公 有 从 分 艇 大 % 的 年 交 域 Kay 53 
角度 来 看 ， 其 区 别 之 点 亩 于 前 者 所 考 虚 的 分 划 只 是 将 不 来 的 区 
记分 解 为 有 限 多 个 小 区 间 ， 而 后 党 的 分 划 则 允许 将 Са, 分 分 解 
为 有 限 儿 个 互 不 相交 的 可 调子 集 ， 显 然 前 者 的 分 划 必 是 后 者 的 
分 划 ， 而 后 者 的 分 划 未 必 是 前 者 的 分 划 .。 因此 黎 曼 意义 下 的 
大 、 小 和 必 是 勒 员 格 意义 下 的 大 、 小 和 ， 

2° ТАЖБЕНОВ Са, 六 的 分 划 ， 银 通常 的 作 
法 那样 ， 用 dx G= 1，23，…， 夫 同时 表示 在 分 划 工 下 的 小 区 
WREKE (测度 ) 、 用 


„Ў бїх, s=% B Ax; 
е1 


SMER ГО) РАТЕ kak УРОДЫ KI. ЗЕЯ 
别 用 | 
RS одах вир), | одах pftsr) 
表示 ГО Са, 的 上 黎 晶 意义 下 的 下 积分 与 上 积分 ， 则 由 上 、 
下 确 界 的 性 质 有 
wf 694% |... Гей) fr) dx 
= TA /‹х)4х (1) 
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如 果 f(x) 在 Са, КЕЯ, ШКВАЛ, M 
A (1) 首 昆 两 项 相等 ， 从 而 式 C0? 中 的 四 项 组 相等 .定理 
得 证 ， 
HEA BSA E, (x) ТЕЙИ) га, 4l 上 的 勒 贝 格 积 
分 ， 大 时 也 记 为 ， 
|, fix)dx 


我 们 知道 [9, 17 Foi B #8⁄38 КРО (xy АУ ДАЙ RTR, E 
ния ACER AR, BAREA P. 由 上 述 定 理 
Ж РН ЖЕТУ ИЭО е ОАА ERRA. 这 是 新 积 
HARA. BDE Р, ЖЕЛТ By (Das FE ДЕРИН ТЇЇ 
БИН Ж. 


2] ЯЯ 


EIO RELHA ATWAA HER PE е0, 18970220, 
Моң ЭШ E Sk  тах{тЕ,, MEn mE, Zå 时 ,就 有 上 积分 ， 
HAW S(D,fy > REHA A E, 


| 3х) da- SCD, fy |<є 


“ 妇 问 蓝 蜡 积分 理论 中 的 达 布 (Darboux》 定 BB XR DL EA y E {ЛДА 
3F7 ) 


3 积分 的 一 些 初等 性 质 


六 简便 起 见 ， 在 这 一 节 里 我 们 总 假定 蚌 一 个 测度 有 有 限 的 
LEHE 2 ЭП 
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j бх) х, | g (x) dx 


ЖЕ АН. МОЕТО FPR AE ЕЧ SR, 


定理 1 (积分 平均 秆 定理 ) 设 < 和 4 是 二 实数 ， 且 cs (х) 
Ad (хс Hy M£ 


mE <| J (ydx s; dmË 
证 明 设 6, BASA ООЛ E EB T EP ГИЙ. F 
ER 
сє f (ху <В (x € E) 
Зза, РАА М KR AFE X, 17 
¿m E= smE <| = |, хуйх = |, fidda 


=< bmE= dmËE 
定理 得 证 


由 定理 1 立即 可 得 下 述 结果 
推论 1 (1) 车 w=0， 邮 有 


|, fxdx=0 
(2) $ fo зс, WA 
|, f(x) dx = стЕ 
(3) PJO FOL, ШЖ 
f, foods>0 ( | f(r) dx 0) 
定理 2 (积分 的 有 限 可 加 性 ) 8р, 


E= } E, 是 E 之 一 分 划 ， 则 
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Í food У, {одах 
证 明 1° Вр], k E,G= 1, 2, -, я) 都 是 可 
WR НЕ, E = ф Gh 又 因 ГО) Е ЕЛЖ, 
ЖАҢ Т E @=1, 2, =, m| одах 都 有 意义 . 
0л = ?2 情形 证 之 ， 即 E= E UE, ЖЕ 之 分 划 ， 往 证 
| оак |у dxf одах {1 > 


ESA. ХИЕЖЕ>0, ШН КАЛМ Н, MAE 
的 分 刘 D， 和 ,的 分 划 D,， 使 得 


SD, f )<| foods ‚= Леда (2) 


SDa f) | одак = | foder 
其 中 500, Руж РОО E, 上 关于 它 的 分 划 D; 的 大和 (j= 
1, 2), 

Аратта) DM D, 的 所 有 成 员 组 成 的 子 集 族 ， 旺 
I D ERA., 用 SOD, Г әк ГО) 关于 EB 的 分 刘 
D 的 大 和 ， 则 有 

SOD,fy= 50, f)+ $(D,, fO 
MUAR (2) 有 


|, Леда, р = Daf) +S Daf) 
< | одах | одак +е 
由 e20 的 任意 性 得 
| J (x) dx <Š J feodx+| fixjdx 
Ë ŝi E: 
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Erh. IEE 220, 用 完全 类 似 于 前 一 部 分 前 证 明 方 
法 《用 下 积分 及 积分 定义 取 小 和 ) ， 可 得 


j Рой | fo) dx + | ооа – ё 
从 而 得 
|, Роб fod ds + (fd 


综 上 得 证 式 (1) R. 
2° 用 数学 妇 纳 法 ， 在 1 基础 上 ， 假 设 *= 有 & 时 定理 成 立 ， 
往 证 *= ё+1 时 定理 也 成 立 ， 


二 十 | Ё 


设 E=|] E 是 已 的 一 个 分 划 。 令 Er = 人】 Б, (显然 


它 是 E* 的 分 虽 ) ШЕЕ E*UE,,, 是 已 之 分 划 ， 于 是 由 1 有 
|. /оо4х=- | . одах |... fO) dx 
但 由 假设 知 


| гоо dx= y |, ле? 
ANA | 


+1 


|, J(xydx = > |. лоо 


=] 


于 是 由 数学 归纳 法 知 ， 对 任意 自然 数 #* 定 理 成 立 ， 
йз 设 #(x) 是 定义 在 康 托 集 了 上 的 特征 前 数 ， 即 
5б) = { x€ F 时 
0 xE G = (0,13 -时 


MI Wu r 
证 明 ЩЖ 1 和 例 3 知 ， mwG,= 1, mF= 0, 
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E С0,17= FUG СО, 172-49], ЭЎ, ШАС) 是 [1 
上 用 界 可 测 函 数 ， 从 而 积分 存在 且 由 定理 2 知 有 


| (xy - | вох + | h(x) dx 
{ 1] F са 
但 由 推论 1 有 
| йВ(х}4х= 0, | &(х)4х= й,тС,= 0 
F a 
从 而 


| й(х)4х= 0 
Tat] 


定理 3 (Ло +оо | Дох + |, E{x) dx 


证 明 首先 由 纺 定理 4 Яу + g(x) 在 5 上 有 界 可 积 。 次 
ERAR: 
ESH “对 任意 se>>0， 显 然 频 有 分 划 рир, 分 别 使 


SD, paf одах, s(D,, о<[ 209 J +Ë 
令 忆 表示 由 “合并 ”也 ,了 ,而 成 的 更 细密 的 分 划 ， 则 有 
| Жо на", f+ DKS) +S, д) 
E Е 
LSDa +S <}, fo dx + |6245 + 三 + 
h etta A 
Í. (f (x) + д(х)14х <| fods f. g(x)dx 


左 妆 右 。 把 上 述 证 法 用 王 小 和 可 得 相反 的 不 等 式 。 从 而 定 
理 得 证 . | 
定理 4 对 任意 实数 с, WA 


|, ¿f(xydx = с xD (1) 
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证 明 ЧНО, ЕЮ СХ E F Atu R g, 
从 而 ¿Oy b EE EERTE, НАЕ (1) 成交， 
1° # e=0 RRA (15 Ry. 今 设 220, DiE= 


U) E: 是 B 之 一 分 划 5, В ГО) #EE,G = 1,29, 7, 


n) КИТ ИЛЛ Em, B (D.J) SDD 分 别 是 fO) >< 
т Р ЛА K P,P, SCD, f) 分 别 是 sf (x) ЖҮР 
的 小 和 与 大和， 则 显然 存 


stD, {у= > có m E; = Э? Вт; = (р, f 5 


r=] i=] 


SD, f) У ‹В,тБ,= У BimB,= e$eD, f) 
ISL #ш1 


于 是 有 


| sreodx= sup{s(D, Jy) = sup{es(D, f)} 
= евир{ Б, уу= j. fix) dx = |, /(ху)у@х 
= ef. for dx= cinf (SD, fy) = iafes 0D, f) 


іа, ef Df of x) dx 
从 而 得 证 式 (1) 成 立 ， 
2° 设 c<0， 则 由 
o= |, «о + СОЈА | efixjdx+ (—гс) 


. |, хуйх 
得 证 式 (1) 成立， 
220 


综 上 定理 证 毕 . 
定理 5 {积分 单调 性 ) 车 (х) реи (х), Wil 


|, fods p (xY dx 


证 明 <> ф(х) = (х) + i- go) 于 是 由 定理 4 及 
定理 3 知 OO WE БАЯН, НАЕ 1, Н 


<j p(x)dx = |, (f(x) + С #(х))4х 


= |. foods- |, gx) dx 
从 而 
[ Sodra | боду 
推论 2 
Í, f(x) dx |, FOD dx, 


证 明 因 fO ЖЕРДЙ, 由 第 四 章 83 定理 4 知 
РОО BEE LARAN., Мо НАН. 
由 十 
- Ро Ро) <| ОО] G € E) 
于 是 出 定理 5 有 ， 


-| eol dx <| fads) ISG ах 
从 而 有 


f, ойх < |. fol 4х 
定理 8 
(1) # foo= 00 P.P. 于 B, 则 | foods 
=| gedz; 
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(2) JOPO, |, Го) 2к= 0, 则 f(x) =0 P.P. T 
Е. 


证 明 (1). 5 M={x Goz fx , Ш E-M- 
{х }(ху= (ху), E ҖЕ=(Е-М)!) МЕЕ ZAA], тМ= 
0. 于 是 有 


j С f(x) — g£(x)3 j=] [ fO) -gird + 
|, Cf (x) — g(x)Id x 
因为 fx) 一 g(x) (x€ E- М), тМ=0, Mihil 
|... (oo -абд4х= 0, |, Cf -zeoadx=n 
故 有 
0= |, O= gda |, fods- 20045 
ЁЛ 
| sodez] дооах 


(2) НДЕН т(х 0х) 50) = 0, 
事实 上 ， 设 B= sup TICF ARLES- (x G E), EK 
B0. 不 妨 设 8B 汪 0， 邻 


B B 
E= Í х E< oray {s= 1, 2, =) 
WE,» En "e Быз ЖЭБ. ЛЖ ЩЖ, El (xl f (x<) 
0}=] J E. 于 是 由 定理 1 及 2 有 有 


а=1{ 


В -o (ас ... 
-B (те, <f. одах /(х)йх= 0 (в= 1, 2, =) 


从 而 
mE,= 0 (л=1,2,.-} 
于 是 


тх f (w) 380) = „(U Б„)= У пк, 0 


s= t=] 


即 х) - 0 P.P. FE 
H2 RHR DERS 
fx) -| e" x 为 无 理 数 
Q x З 
的 积分 值 ， 

解 显然 ГО) 是 [0,1] 上 有 办 可 测 函 数 故 有 界 襄 积 ， 设 
£(x)= е" JEC0,1D ЕРА, (х) У ра, Сх) = ФОР. 
P, 于 50,1) 于 是 由 定理 6 有 

WOLE |ы 5 б) dx= j. “2х 
(Де ЕС0,17 ЕА Б ИЗИН, Ahi ERA 
{ foodx=| dx= wf “#4х= 4-1 

定理 7 Оо) = O- G, АСЕР), Gf} 

分 别 是 to, f GE E EAS F3BDE, MH 


[, f(x) dx= mG (B,f*) — mG (E, f") 


ЖӨ H/o (х)-/ Сх), РЕ З. 4 KS 
理 3， 有 


|, fx) dx = Í. f(x}dx 一 |, ў-(х)йх= mG (Hi ft) 
— жС(Б,/), 


1 设 
51077 z€ [о, HAP 
ў(х) = 


casia xE É , 1] NE 
x: se F 


ЕДЕН Ж. 
试 计算 
LY f fiede 


2 试 证 ， эт, оого Н | f, Dds эо (一 co 


则 
| 
3 зд. + 
„С 
|, Т, СЛ] йх—>0 (п — ооу 
由 Са) => 0 


54 ”一般 函数 的 积分 


在 前 几 节 中 ， 我 们 讨论 了 有 界 通 数 的 勒 贝 裕 积 分 ， 现 在 我 
们 要 就 一 般 函 数 〈 可 以 是 无 界 的 ) 来 进行 讨论 ， 但 仍 假 设 函 数 


的 定义 域 是 油 度 有 限 的 可 测 集 合 。 


由 于 f(x) =f- С), W ГС), f (OO REENE 
ж, BL2+ 384 B 2223 HHE — 8 ER САГЕ ЛА ЗЕТА Н — Rz 
函数 和 人手， FHERR EIIE a РА СРУ НЕ 来 进行 研 
9с, Wk, ИХ А АУУР ВИТ, ВЛА 8 — 
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般 非 负 毅 数 的 积分 问题 


一 、 一 般 非 负 画 数 的 积分 


设 mE< + co, POORE РАЕВ, 对 任意 自然 数 *， 令 
(Роз, = J 4°? 当 f (x) ај 
loa 当 fix) >n HPF 
我 们 称 (SOA ГС) В 1 一 一 截断 A š⁄ ak aR Уу Г Р 
数 ， 
出 截断 施 数 的 定义 显然 有 
Q ЯЕЖА а, (Лоо), Е LENAT AS. 
(2) 鹤 断 图 数列 是 单调 不 减 的 ， 即 
РО? ЈО) ОЈО), 
特别 地 有 
lim {/60)), = 500 Є Б) 
引 理 1 设 mH< + oo， 车 /oo 是 互 上 非 负 可 测 函 数 ， 
WOJ (#=1, 2, --) 都 是 已 上 非 负 有 界 可 测 函 数 。 
证 明 对 任意 自然 数 mw (JO) ЙАРА Л КЕЛЕ 
的 ， 故 只 须 证 其 可 测 性 。 为 此 只 须 证 明 对 任意 实数 а. мй 
(s| ( AO >а} 
恒 为 可 测 集 . 
事实 上 ， 对 任意 实数 z, НН 
РС) >а} H аса 
(ГО >а} = P ы ас Pi 
а ЖИЙИ, Ж 
{x КЛ ya) 
是 可 测 集 ， 
由 引 理 1 知 当 f(x) 在 互 上 非 负 可 测 时 ， 则 其 每 个 截断 本 
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Ar (GO), {n= 1, 2, +“) ЖЕ F 48 SL DY Е 32, 其 而 
Жин GUMS O ， 且 由 截断 闻 数 询 的 单调 不 减 
ш, йж 

Í. Соо (оо <<] СРО < 
И, FB: 


lim | (feo) 
АА ЖЕТЕЛЕ (可 能 为 + оо), 
定 兴 1 P иЕе воо, f(x) eE ЕЗЕРА, M 
任意 自然 数 m Co „ЖЛЕ ЛЕКИН, ШИ /> 在 E kL 
A HER 18 АНМН) ， 其 值 为 


|, fwdx= lim |, (fO, dx 
特别 中 ， 当 积分 值 有 限时 ， 则 称 /(х) НЕ ЕЗЕР АЈ Ра 
数 {或 称 ГОУ Е ELEMET 
нахі 及 引 理 1 可 知 ， 若 f(x) 在 E 上 非 猴 可 测 ， 则 
了 CX) 在 EE 上 必 丰 在 积分 值 ， 且 其 积分 信和 是 非 负 的 ， 


Мт 计算 函数 fx) = E C1, 23 E BH, 


й 显然 Лох) а C 1, 201 上 的 韭 负 函数 (图 5 一 2) , fE 
截断 函数 ， 


в міх <1 +] 
( f (xy, = | 1 
' г/к - 1 
显然 对 每 个 /xs) ), WER Ба, ДЕРАЛА, 
且 有 
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№ 1+ хс 


(924% 


1+1. 


= wf "adx 


+ wf dx 


== ww w = sa sm ы = a s аз s i i m= ыш шй 


1 了 工 HT 


图 5 一 2 


| 7 (x)dx=lim | (fOyydx = lim(3 - э) -3 


由 定义 1 知 f(x) 非 负 可 积 ， 县 其 积分 值 为 可， 


定理 1 ERENER РО 有 积分 值 的 充 要 条 件 是 fO) 
非 负 可 测 ; f(x) 的 积分 值 等 于 f(x) ЕВ 上 上 的 下 方 图 形 的 测 
ВЕ, Pn 


Í, f G)dx = lim |, (fo jdx= mG (E, f) 


f (wy EA RJ BU SE ЕЕ ki Z B F 3 E] By Ep у. 

证 明 1° 必要 人 性 已 知 非 负 函数 f(x) 在 E 上 有 积分 信 . 
TERELI, {69} (s=1, 2309 MEE .上 非 负 有 界 
可 积 函 数 ， 从 而 由 基 定 理 2 知 { f(x)}s(x= 1，2,*…) REEE 
Бя Щн, В 
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lim { (хуу, = fO) (1) 


ТН р ЗЕ б (х) E Ed3Ef TTM 8 3. 充分 性 
XEHE ñiy. 
2° HK (1) #5 


G(E,fy= cd ГЪ 


s=! 


HK {Johi Уху Уа {л=1, 2, … 而 有 
G (E; (fy G (E, (fl,, (х= L, 2. =) 
PDSS ESEM, # 
lim mG(E (f); = mG(E; f) (2) 
又 由 计 定 还 3 ， 有 
I. (fOGoYs=mG(EB, (f) (r=1, 5,23 
Тр 
|, fl dx= lim [ (Ро), х= lim mG(E (f) 
= mC (E; f) 
时 上 述 最 后 的 等 式 及 非 负 可 积 定义 可 知 ， 上 六 x)? 非 负 可 积 的 
充 要 条 忻 是 mG (E,fy< + eos, 


推论 1 EJO), д(х) JE E ЕЕ ИРА. Н. f(x) 
= g (x) (хе E), 出 


I. Foodx<| ZO) dx 
证 明 ”由 条 件 及 定理 1 知 | уоо4х, | 2(x) dx 都 丰 
Ж. LAJOS, ШКЕЖЕ з, 有 
|, Јод), { а(х) dx 
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从 而 电 定 义工 知 推 沦 成 立 。 


=, ЖЕЖ 


对 于 一 般 的 函数 f(x)。 ЖИП ЕРЕ A Edi fi БА 
讨论 。 固 此 我 们 仍 定 区 
урод = е0 H fo 
1 о 当 (х) 00} 
ў) = | — f (x) 当 (х) < 时 
0 当 0) 220 HW 
EX2? тЕ< +оо, (к) у ЕЕ. ШЖ ft (хх) К 
f (х)ҖИЕЕ ЕШ ЗЕЯ) 积分 值 ， 且 不 同时 为 无 限 大 ， 则 称 
Кх) 互 上 有 积分 值 且 其 值 为 


{ dx=] соак | у 00ax 


ЖЕҢЕ, ШЖ fO) 广 (x) 的 积分 值 皆 为 有 限时 ， 则 称 
(х) ЖЕ Ел, 

由 定义 2 可 知 ， 

中 ”如果 六 x) 有 积分 值 ， 则 由 定义 知 非 负 范 数 广 (xy 和 
广 (x) 都 有 积分 值 且 共 值 不 能 同时 为 无 限 大 ， WEHEL HI 
Ж Р Сх), f (G) 的 下 方 图 形 必 痊 可 浏 且 其 浏 度 不 能 同时 为 无 
Е; HE, 5 f(x) 可 积 时 ， 显然 上 述 两 个 下 方 图 形 的 测度 
必 都 是 有 限 的 

© ”如果 f(x) 有 积分 值 ， 则 户 (x*) 和 广 (x) 都 有 积分 信 ， 
伟 由 定理 1 НГ, К f(x) 可 测 。 所 以 f(x) 有 积分 值 
的 必要 条 件 是 了 (x) JW, BETES 有 积分 值 的 充分 条 
件 ， 因 为 这 不 能 保证 广 (, 广 (x 的 积分 值 不 同时 为 无 穷 大 ， 

© ”对 有 界 消 数 来 说 ， 红 的 定义 4 与 这 里 的 定义 2 是 一 致 
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的 ， 故 本 节 定义 2 是 红 定 义 4 有 界 情形 的 扩充 . 

对 于 非 负 函 数 ， 定 义 1 和 定义 2 是 一 至 的， 

下 雷 我 们 来 讨论 一 般 函 数 积 分 的 基本 性 质 

定理 2 若 mE=0, WE 上 的 任何 函数 f(x) 者 是 可 积 
的 , B | fe5saxz=0. 


证 明 因 mE=s 0, ИЕ ЕК f(x) 总 是 可 测 的 ， 且 对 
任意 т, 1847 
[Соок [| {б }4х= а 
从 而 有 


f, fx) dx = lim | { Fx) Jad x lim К 
= 0) 
定理 5 ЖООН Е E, L yu maar, ENE 
=ø, M J Cy B, E: ЕШ БЕ,ЕЕ ЯНЫ, Н 


Fodx= | одак + | одд (1) 
E üF2 zz 


证 明 1° 因 了 (ww) 分 别 在 БИШ E, Е, й mE,< + 
со, mE,< +оо, МСЕ ОЕ) < +оо, НЯ fox) 分 别 在 EE， 
和 BE 上 为 有 界 可 积 时 ， 则 fx) 分 别 宇和 EB, БН, 
从 而 РСЕ E. U E, БЕЯ, ТЖЕ fx) 在 E,U E, L 
有 界 可 积 ， 由 83 征 理 2 知 式 (1) Jhan, 

2° 车 六 x) 分 别 是 Е E, ЗЕ ВЕ В, MAE 
Уя, ЕГО УЕ E, 和 E, БАРГА АЯ, 
Эла f(x) РЕ БОБ, LARIE, BA 


|, UE? LSE) jdx = ІА (fee) y dx + |. Lf) }.4 х 
(л=1, 2, +) 
280 


XA 
of ds tim | 760,4 lim| {fF Yds 
EÜE: s— со EDE? a~ Р 


+lim | Со) ак | одах + | fwdx + oo 
rm jE? Е; Е? 


所以 J Gy E,U EB. 上 可 积 ， HA (1) RY. 
3° I JONH Б E, EBJ — п 7, Ji] H 2 ° 3 
有 


| GO dx = [дака оо dx 


| /(х)4х= | f (x)dx +f fx) dx 
BIDH? Е: Et 


上 述 两 式 相 减 ， 结 售 定 头 2 ШЧ, 

定理 4 若 (x) Ж ЕКИН, E, ЖЕ 的 可 测 子 集 ， 岗 
TON ЕБ, БН, 

证 明 HAEA. 

推论 2 Ak E-E UE, E,nE,= ф, Е, Е, 都 是 可 济 
集 ， 则 当 OEE 上 可 积 时 ， ГО) DEEM E, БАЖ 
积 ， 且 有 


| J (w) dx = (одах Í. fxydx (1) 


证 明 由 定理 4 知 ЈО) ЖЕ E, КИА, Am HEM 
3 得 知 等 式 (1) R. 

定理 5 设 

(i) Сх) = gtx) P. p. T E, 

(i) soot 号 上 上 可 积 ， 
则 fo ЕКИН, НВ 


|, foodx= |, 2(х)4х 
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ЖЕҢ 5 
E = {x Рх) ед 0х) } 
则 E = 0, Miihe? ЕД2, WRH 


| &(х)й@х = |... 2(х)ах + |. g(x)dx = | вох 


= f e fixdx= |. Jfexw)dx + |. fax= \, fods 

这 个 定理 告诉 我 们 在 稚 集 《〈 即 测度 为 零 的 集 ) 上 改变 函数 
管 ， 既 不 影响 函数 的 可 积 性 也 不 影响 它 的 积分 伪 ， 即 使 在 零 集 
上 f (x) ЖЕ Жай nir Dl, 


定理 8 Ж / (wy E Eu #, HM fe) ТЕЕ БАЛА 
Жи. 


证 明 +4 
Е,= {х |0) = коо, Е,= {х1 (x)= оо} 
只 须 证 明 mE,= mE,= 0, 
今 证 wwB,= 0。 用 反 证 法 ， 假 设 mE,= 6220, ЩЕ, 的 定 
义 易 知 ， 对 任意 自然 数 з, Не 


j, ft (x) irah (ooy. ( f' on ),2втЕ, 
= sú >Ü 
МЕЖ EAER RAH ft 在 E ЕРЮИНЛЧИЯЕН 
限 ， 这 与 Joo RETE. АЕБ, = 0, 
引 理 2 ÉE (х), збо ВЕ ЧЕЙИ. 则 对 任意 自 
然 数 л, ЁН 
LAD + &(х) ОРОО Fat CEN EA /(х) + д(х) ba 
证 明 1° ШН 0, 因为 
{ Рх) Yt {Bx у, Fx) + (х) 
Рх) у +С) 1 2п 
232 


44 


于 是 有 

РО) рв ас) yamini f(x) + д(х),2п) = (fO + 

+ ELX) Jan 

2° 正 左 端 不 等 式 ， 

È x € E, 则 有 下 述 三 种 情况 ， 

(a) Ж ЈО) 8, En, W PRT 

V J (wO) + g(x) Ро) 4 аб) (ev). 4 Срба), 

(b) Ж f(x) >п 或 д(х,) >л, ЖИ (ху >п, LX) 
в, ШЖ 

КЛО) + д(х)}„= nan + д(х„) = {Р(х у t E a 

(с) 9 (х) 228, Hads, ШАТ 

(JO) + EX a = pan t n= Сх) Y. t {д(хь) ha 
引 理 2 证 上 毕 . 

定理 7 设 jx)，&(x) 名 在 EB 上 可 积 ， 则 /(х) + gG) 
也 在 上 上 可 积 ， 且 

| Суху + g (x) dx = |, Д,(х)4х |. д(х)йїх 

证 明 В (х), (х) ВЕЕ ЕН. НАЕ 6 АП 

mx| (х) = Боо) = m(x| д(ху= + ооу = 0 
所 以 fx) + g(x) 在 EE 上 几乎 处 处 到 有 限 值 。 
而 由 定理 5 知 在 零 集 工 改 变 函 数值 不 影响 其 可 积 人 性 与 积分 值 ， 
因此 我 们 不 妨 假 定 JOM goH E EALA BA. 

1° 先 就 TOOS, д(х);>0{ ШЕЛ, 

由 引 理 2 知 ， 对 任意 自然 数 л, EA 

{IOO + g(x)), РКХ) y t (80) РО) + £ (X), 
于是 由 $3 定理 3 及 定理 5 HIT 


f, (eo EO ба) (feo Jada | (860) „ах 
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<| (fo race к 
从 而 


| со ноо | оона | goode 


<| (Доо као) 
MERRY. 
2° W fe), gG ЈАН А, $ 
EË, = (<| f(x)220, g(x)220y, E= {x| f(x) 0, g(x) <0} 
E= (x] }(х)2®20, #(х)<00, fx) + g(xy2201, 
B= (z|f(x)220, g(xz)<0, f(x) + g(xy<0) 
E,= (x|f(x)<0, g(xy220, /(х) + д(х);>0}, 
E= {x| Ску 0, gw) 020, f(x) + £g(x)<00) 
BA E, Gel, 2, 3, 4, 5, 6) AE PRHE, H 


s= UJ Б, 
于 是 由 1" 的 证 明 及 定理 4 有 
| Lf, + gdx= |, fods» f, ZG) dx 


(1) 
J. Cf GO + убх = { foddxs Í. вх) x 


(2) 
俯 定 理 4 知 ， 右 端的 积分 都 寡 限 ， 所 以 这 还 说 明 /(х) + & (x) 
EEM E, E FEAR, 
HE Bkk, Рб), Рб) +g, -goii HOO 
= (f(x) + &(х)) + [— £(x)3, BZ N 
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| /од4х= | С fox) + g(x) yax+ | C— g(x) dx 
Ез H3 ЕЗ 


= | (fO) + д(х)]4х- А &(х)@х 
Rp 
[ (оо + gdx = [| feoax + 5 

加 再 有 ， 

|, C- g(x) dx = Í. — (f (x) + EX Idx +f „/од4х 
Bp 

[соо recoadx = [ feoax+ { sax 
同 法 可 证 (x) + 8&8(x) 分 别 在 Б, В, 上 可 积 且 等 式 成 立 ， 于 是 


出 定理 3 知 ， Го + g(x) 在 E= |) Е, 上 可 积 ， 且 有 


| (С (ху + gix) dx = | JO) dx [| EX) dx 
定理 8 设 f(x) 在 E 上 可 积 ， :为 任 一 实数 ， 则 ¿f Ge) 在 
EE 上 也 可 积 ， 且 有 
f, (0) йх = eÍ, ойх (1) 


证 明 容易 理解 ， 这 只 就 ОЕ ELETRE > ОЙ 
形 证 之 邵 可 。 此 时 显然 f(x) 必 在 上 也 可 积 ， 放 只 须 证 明 竺 
式 《1) ЖХ. 

1° 车 :为 任 一 自然 数 时 ， 由 定理 7? AR O) RE 

车 -= 荆 (m 为 任意 自然 数 ) 时 ， 则 用 *) = /бо, T 


是 由 定理 ? ， 有 
285 


sa g x = Н - i x g ч — + i x d па 
| f ) i |, n ) |, Н А ) 


1. | foodx= |, ОТЕ 


З се о, т 为 自然 数 ) 时 ， 则 有 


л — i _ 7 
j = f(x<yd x =f, Ў (хуйх sj f (хуйх 


рме 鸭 正 有 理 数 时 我 (1) R. 
2° 落 c>>0 为 无 理 数 时 ， 则 由 有 理 数 的 稠密 人 性 可 到 到 让 有 
理 数 + 和 rt, Ссс, СГА 1, 8 


rÍ fooax= | „Ро dx < | Гоо rf x) dx 
Е E Ë E 


= |, (хуйх 
Fr, "—‹, 则 得 


| оа | fods 

综 上 定理 证 毕 ， 
定理 9 
Ру larg. 


证 明 必要 性 因 fO АГН, В С), ГС ЕТ, 
而 | 了 (wx [= (x) +f Ск), НАЕТ 知 | f(x}| WT, HB A 
[ 7eoi dx = [7 KOLESI Fejde А оо 


充分 性 Aon (注意 这 是 题 设 条 件 ， 册 | Ge 可 
ЗК) ， 所 以 
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设 fx) 在 E 上 可 测 ， 则 ЛО 可 积 的 充 要 条 件 是 


|” adx, | fax жй. Ж 
FOSI, Го) РО 
АІ 可 积 ， 所 以 有 
|, усх] IF dx< + со, (ойх 


<f fol dx + со 
Ж Рх) ú m, 
这 个 定理 告诉 我 们 勒 由 格 积 分 是 一 种 弧 对 收 傅 积分 ， 这 有 
别 于 葡 曼 积分 理论 中 的 一 重 广 闵 积 分 理论 ， 
Tal. $J EE EB, Wi 
| jf Gs) dx < |: fol 4х 
证 明 因为 
f fOe) dx |= | [| codx-| f(x)dx 


<| f (x) d одах | ifo] іх 

定理 11 车 

(i) РО) ЖЕ Еър; 

GD g(x)220, АЖ Е ЕП; 

ан РО) | (х) (Є Б), 
BW) Роњ Е Ене. 

证 明 只 须 证 明 РОН ГО ЮНАН W, 

ЖЕК, НЕШ ж БЕШ, М Оо), fO g 
E 上 非 负 可 测 ， 所 以 | f*(x)dx, | fods PARL, 


х (ху +f (x) = |С а(х), АСО) а(х), 
f ' G)= g(x), B. g(x) 在 8B 上 可 积 ， 于 是 有 
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| Fodel g (x) d< < reo, |. f (х)4х 


<|, £(w)dx + со 


从 而 /(х){ЕЕ КЇн. 
定理 ]2 车 .六 wx) 在 马上 可 积 ， 则 对 任意 的 e>>0， 存 在 6> 
0, 使 当 ASE, Н А< др, 有 


||, fx)dx < 


证 明 4 geslo, TEREM H д(х) E E k J 
非 仙 可 积 的 ， 故 由 定义 1 知 ， 对 任 一 法 0， 存 在 自然 数 so 
使 


|, BN) dx -ehd = |, Саб) — {EUX) PCE 
ë 
< 
Q 6= -二 ~>0， 则 当 4ESB， 且 mL4< 6 时 ， 由 定理 10 显然 有 


|94 <| £) dx -| (g(x) — (2(x)), Jd x 


E Ëg. E 
черо наана 


定理 证 毕 . 

这 个 定理 所 刻 划 的 性 质 称 作 “ 积 分 的 绝对 连续 性 ”， 它 是 
一 个 很 重要 竟 性 质 ， 另 外 ， 由 定理 的 证 明 可 看 出 ， 这 个 定理 的 
结果 可 改 为 


| РО) | dx < 


= 8 
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定理 ]3 s; (х) Са, 3 ГИД, WAER, 
DPE Са, Б) БУЕ ЁЗ ф(х), {ШЧ 


| [аһ 


证 明 S (Fh ah - (f G), FEHER 
2220, 1E л, EG 


f(x) — pG dx <e 


ео Ооо A 


ESRC - Сх 2 


4х <| „Обо - (f: ON dx 


| сто dx < 
[ян ` 8 


取 ó= = >0, 对 函数 {f(x)}, 应 用 第 四 章 $5 定理 2， 


应 有 闭 集 FSE Са, УҢ. Са, б) ЕЖА р(х), Б 
(1) m(Ca,53 — F)<6; 
(2) 当 xEF 时 有 《f= p (x) 
(3) |фр(х)| жол, 

从 而 


|. " 人 GD) а (Хо), px) dx 
TEA 


| 
|... eo — фб) dx <f KE -{ f(x), | їх 


+f 79) „ФС а | | 
[rd] 8 [а] Е 


(feo), | 


+ | ф(х) 


定理 得 证 。 


|4х <E + 2mm (а, $J- Fy<e 
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>J 题 


J # 
_1. xz 为 f0, 1] 上 的 无 理 数 
jix) = х 


RHA а fi ух, 


2 Ж 
0 z£ F 
1 - 
И чт ЕИ ЕТЕШ, AHE (L) | IC dx, 


LË 


{ix = 


100 x€ F 
fo -| a 
Ya 
51 47.) f хы of JG) ”有 何 关 系 ? 
3 WmE< +оо, {бшу ЖЕ БАЧЧА, Ф 
Е.={х n- 15770 Cn = 1 2, 60) 


x F 


证 明 f(x) 在 五 上 非 负 可 积 的 充 要 条 件 是 级 数 пете, 


*=1 
4 W mE< + co, ЈЕ F W 3, < 
e, = {a]l 1700) жп} 
证 明 lim nmen) = 0, 


$5 ”积分 极限 定理 


在 这 一 节 里 ， 我 们 主要 起 研 究 逐 项 积分 问题 ， 也 就 是 积分 
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手续 与 极限 过 程 安 换 顺 序 的 问题 。 我 们 将 会 发 现在 极限 换 序 间 
题 上 ， 勒 贝 格 积分 要 比 黎 万 积分 所 要 求 的 条 件 少 得 多 ， 因 而 在 
极限 搞 序 问题 上 前 者 要 比 后 者 爱人 恒 得 密 。 本 节 中 的 勤 维 (cyD 
EE, ФЕЙ (Fatou) SARR Л СВХ 定理 通常 称 之 为 
勒 中 格 积分 中 的 三 大 定理 ， 它们 在 分 析 数 学 中 有 着 广泛 的 详 
B. 

在 本 节 所 讨论 的 各 定理 中 ， 我 们 仍然 假定 mE< + co, 

定理 1 ОЛЕ НИНИН) E 

(i) Ах), AO, се, Дх), СЕ 上 一 列 可 测 函 数 ; 

(H) Л) 一致 有 界 ， 即 有 实数 六 >0, 使 

СӘ < M (я=1, 2, = Є Б) 

(iH) f(x) =—> (х), 

则 


tim | /xdx=| Гох (1) 
日 一 і E E 


证 明 1° (x) 和 f(x) 都 是 BE 上 可 积 函 数 ， 

FEE, # mwE = 0 显 热 定理 成 立 ， 令 设 mB>0，| 国 Ў, Сх) 
一 之 f(x)， 故 由 第 四 章 36 定 理 2 (ЖОЙ ШОШ) HIT, (OD) 
EBE EILEAS T ГС), 从 而 可 测 ， 且 由 (i) 知 ДЕЕ E JL 
平 处 处 有 IOO, 所 于 所 以 aoM f(x) Б 上 几乎 处 处 
有 界 可 测 闭 数 ， 故 都 蚌 王 上 可 积 函 数 。 并 且 由 8 定理 5 可 假定 
COl © МЕЕ БАКУ. 

2° 往 证 等 式 (J) 成 立 。 为 此 只 须 证 明 对 于 任意 820. 
有 N, Щщ sN, # 


| |, fC) dx — | feo <。 


FKE HER 220, 由 优 测 度 收 旋 定 义 知 应 有 N, {tE 
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">м, Ж 
тоо -F зав) <ar 

于 是 当 #2>N 时 ， 有 
|а| а | 17, а 1-5 


Ë Е 
+ | Ра е рет(Е- B) + 2M- 


£ g£ 
— mE +“ <= 
<=" 57% 


推论 1 E {LODE Б-НИ, Н. 
EEE {СЛАБА ГО), MU 


lim | fdsaf, xd 


证 明 HAL 六 (xz 几乎 处 处 政 侣 于 fO, WARO => 
f(x)， 从 而 由 定理 1 得 证 ， 

引 理 1 BA Гоо l k E F dE АИЛ ВА] 
RRR, ЖИ € E 有 lim Л. ЈО), ШАА 


ЖА, WT 
lim { „к= о) сө 


证 明 1° Æ Sk, A 7, С) f(x), 故 有 2 使 当 
n>n Bj, BA (wo >k, 从 而 由 茂 断 函数 定义 邯 ， 当 я> 
у, EA 

{fxd = k= (f(x) 
故 式 (* ) 成 立 ， 
2° osk, ШЖ, АПЕЙ», A hos 


Р.а) = Р.С), ГО) = (f(x); 
但 А.С) — Рх), WAA Р Се) э РО). 
引 班 证 毕 。 
定理 2 〈 勒 只 格 逐 项 积分 定理 ) Т 
(i) ЛО), ох), Л) 是 三 Е-Е Нр 
л 


Gü Лоо = У Доо), 
则 


[1 


|, Д/‹х)4х = >, |, f. Gad (ж) 


证 明 1° f(x) 在 B 上 非 负 可 测 ， 改 ОВ. 
ЖЕ, © 5.0) = У f. (x) (m=1, 26), ДРЕА 


=| 


SaO ЕБ ЗЕЕ, BA 


Гоо = (ху) =lim У /„(х) =lim 9,0) a) 


а= 


从 而 Гоо E FE и ЮЖ, AARNE. 
2° RESA ORZ. 
Erh 显然 对 任意 自然 数 т, ER 


|. esa | (лоо) | леон 
所 以 
jf 00ax> tim Í од4х=ў {лах (2) 
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жен MA (2) 可 知 , Æ У | Лоб +оо, Ml 


+=] 


Al) KRR, ЖЕ 
y |, У.) + oo 


仍 令 5.00 = У) f(x)， 于 是 结合 1" 中 式 (1) 则 由 引 理 


tF] 


1 知 ， 对 任意 自然 数 让， 恒 有 
lim (S Cy L= Дх} (xw € E) 


从 而 贝 推论 1 知 ， 有 
lim |, | (oox (3) 
ВУ т, ВЯ 
|, ZES dx (4) 
从 而 结合 (3) 及 (4 ) 式 ， 便 得 


[Сода Бш |, Sm Xx} d= lim [y Ў. (хуйх 


=lim У, Гоол У [одах (5) 
因 对 每 个 8 (5) ЙУ, МОҢ 有 -一 ”+ co 时 ， 便 得 
[ооа | Лоа» (6) 


结合 式 (2) K (6) TEA EY. EREE., 
定理 2 ВРВ, ТЕРИ ИПИЕ, XY P ЯЕ fi А $ 
йй. ДР ИГЫ ЖЖ Fb ЖИВУ, HS SKOR 42 
844 


Т. 

定理 3 (О ЫЗ УЕ) Ж 

(i) ЛС), Рх), с, f. C), ыа EE 上 一 列 非 负 可 

W 2, 

(1i) Дю) р.х) о, (х) зе; 

(ш) lim faeo =/(х), 
则 

| /оо4х= tim fsx) dx (1) 


证 明 显然 jx》 EAGAR, ВОЙ УМН, ААЛИ 
FA (1) 成立， 为 此 ， 注意 到 本 定理 与 定理 2 条 忻 间 的 关 
系 ， 容易 看 出 具 须 用 已 给 的 函数 列 {f(tx)》 构 成 新 的 函数 列 
(Z GO) 使 其 满足 定理 3 的 条 性 即 可 。 

1° 因为 (ху (x) Gl 3，…)， 所 以 若 有 内 使 


[одак = + со, wj, хуйх = +oo 显 然 定 理 成 立 ， 


以 下 设 所 有 的 Г. Сх) 部 是 可 积 的 ， 令 

&«Ох) =Íf,, (O) Ј.С) (=l, 2, =) 
则 每 个 д.) АБЖЕ E ЧЕГ Ж, 

事实 上 ， 因 为 每 个 f(x) ВРЕ, НАЕ 6 知 它们 在 
ЕЕЛ,# ЖИИ, MMA ga) = (0) -fatx) ЕЕ 
ЕЛАДА, ён АЖ ЕЛИ ge(x) 在 巨 上 组 
可 测 ，gwx) 的 非 负 性 是 显然 的 ， 

2° ІАЕ ЕЗЕН) (Coh 显然 对 任意 
т, {ЖН 


ох) = f, Gy + > ZL) 


=l 
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т) 
裕一 | 


Ход = Шт у, бо) =Й Оо) + lim 》 д„(х) 


=} 
=) + $ дб) 
故 由 定理 2 便 得 
|, /од4х= | лодак» У | gud 


x= 


=lim [| Лода + Y [воо dx] 


=lim | Лео + ` olx) |d 


= lim |, Jf, (O) dx 


定理 证 华 。 
定理 4 法 都 引 理 ) E Дх), f. C), tiy Ах), + Ж 
Е E—#|]EA ИИО, 00 


| lim ft dx lim | У.х 


证 明 只 须 用 已 给 的 函数 列 (7, (х), ТА] 
(Z) СУР AF328, 又 具有 人 性质 limgs 00 = 
dim у, (х), AT HEH 3 其 可 证 得 本 定理 ， 


PRL MANEJEN S ИД 
lim fato) = liminf( f, +G) 


m 
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до) = іа {ДО} (и=1, 2,555) 
则 {ga(x)》 是 E 上 非 负 可 测 函 数列 ， 非 负 性 是 显然 的 ， 另外 因 
对 任意 实数 a, ж 
Cx esa = (x inf бо 02а) 
= 门 (7, вооа) 


因 每 个 Л.С) ВРАГ, EAG ЛЕНИН, Алу ЛЕ a ЇЧ 
集 ， 放 每 个 gr(x) 是 可 测 函 数 . 另外 显然 有 
EW) S AEI EN =" 


H 
lim gaix) = lim ftx) 


于 是 由 定理 3 及 Zs(wx) 的 定义 得 
|, dim faida = |, lim Zalx)dx = lim j. Z (s) d x 
= im | aX dx 1 jim [dx 


жалин ЕК STER ERNER, 然而 它 
却 是 不 可 能 去 掉 的 ， 因 为 有 时 不 等 号 确实 能 够 成 立 。 
例 1 0,10) БЕ ЖЕУ 


бооң) 
fais) = s=2, 3, ++ 
о зера) 
于 是 lim /fo(*)=0, (0941 (в=2,3+-) 
从 而 有 
J Nm од4х=<1= m f одах 
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定理 5 (EIRA * 定理 ) 1 


(i) m E < + ооу 


(i) (хх), Жою), с-з. LEND, -E Е HA 
Ж 


(Hi) falx) ==> f(x); 


(iv) fO ЖЖ ИН ЕНЕ ВЗ ЖЕ БУЕ, УНЕ 6220, 


|, fat) du <e(n= l, 2, 3, =) (1) 
风 РО ай, B 

tim | Acodx= | / Ge) dx | (ж) 

m— с E E 


R- ЖЕ ЕВИ ЖЕНЕ Л, KERRE AWEH Сх) 
EE. ЖЩ, ЖЫЙ АР ЕКУЛУ GDA Оу) ý 
— E ЕЗЕРА АЎ Р(х), РО) EFP PF Е, 
ME 545385 KERLE S/O TH КЕКС), 
为 此 只 须 证 对 任意 є>0, FERRAN, чолом, НА 


| | fode- faix) dx |< 

证 明 ”第 一 步 往 证 (х) Ан. 

1° НОУ Я, HE 220, 有 相应 的 0220, EA (1) 
N. 对 此 eSom б>0Щ (їй). 应 有 N, EH я> 时 ， 
Же 

mE malfa- Роде) <$ (2) 
THH Ё, а> МЕ, 对 

" чъп 


14 


Бк={х | ЛО) - 00) 22е) 
E,= о О) >Y (3) 
SS] 
Со -AA РО O + (РОО -faol 
AWARA (3) 有 
Ex = ix | кх) Јо) 2e} EErUE, (4) 
于 是 出 式 (2) 可 知 
жЕтЕ, + тЕ,< 2.25 (5) 
所 以 当 А, s= NB, AWEWE 220, 6203838 (1) 成 立 ， 
再 注意 到 式 (4), G) EA 


лода f fa x) dx <Í, Р Сх) „Һе? | dx 
= |Пол ооа 


<2е-и(Н- Бы) + | роо dx + j. [fs dx 
ii k, 


2e mE + 2e+2e= 2e(mE +2)" 
可 见 
lim Í, | TG) -fa!l dx = 0 (бу 


2。 знав», MR (8) яри 
(fay, $E 7 
|, Пао Ло а (7) 
因为 Со) ==>}(х), SRA p х) 二 之 fx), 从 而 由 第 四 意 86 


== —— —[ [P 


* FES.: (23 3RiESE IE MEY, WI, G > ДИН 
WEHE, 
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ЖШ, ( f. (xz?} 必 有 子 列 几 乎 处 处 收 伍 于 /(x)， 因此 
不 芒 即 设 《 /. ОО) 合 于 此 条 件 ， 于 是 


J (x) = y (f... O -jn (22 tJa (x) 


r= 


Р(х) = У 17, Оо -fo, СӘ HA | 
Т АЕ Bl 38 
J Foo = У | Лб -fa (| А (х)| dx 


<J m f Eco dx< + со 


ПШ Р(х) PR, ХРО) <ЕСӘР.Р, РЕ, На 5 
及 11 知 ГО) 可 积 。 

第 二 步 往 证 式 (* ) 成 立 。 

对 任意 se>>0， 基 于 第 一 步 的 证 阴 可 知 ， FEN, ms N 
时 ， 恒 有 


одах |, f, (x) dx <j, feo -f6 |4х 
= | IS -Aol dx +) IFG огах 
<j, [f(x) la +j. | f, Ga) dx + emE 


<Í, IF| dx + e+ em Ë 


由 fO [НЕШ fO] 可 积 ， 从 和 而 由 8 积分 绝对 连续 性 定理 
12 知 ， 可 要 求 fO] 在 BE。 上 的 积分 也 小 于 е, БАН s>>0 的 
EHAA JRE. 
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定理 6 HEREHERE 说 
(D Ехуд E КАЯ РА 30, 
(D Лб), ЈС), Ja, Е E— J Е, 
did [РО ЕС) (s=1, 2, сч xC E); 
(iv) fa =>f (x). 
则 


i | e=], юа 


证 明 将 此 定理 条 和 件 与 定理 5 条 件 相 比较 ， Bg 定理 11 
АЯ, A.G) (=1，2，…) PIR, MARAE ACY 之 积 
分 具有 等 度 之 绝对 连续 性 ， 则 本 定理 条 件 即 全 于 定理 5 条 件 ， 
于 是 得 证 本 征 理 。 

事实 上 ， 对 任意 se>0， 因 Fo 的 积分 是 绝对 连续 的 ， 
从 而 存在 6>0， 使 当 4EE 有 mA<òm, WA Шш), 则 有 


f, f. O) dx kf |. Ge) | j| <| Е(х)4х<в (n=1, 


2, +.) 

ЙТ fo(*) 的 积分 具有 等 座 之 绝对 连续 性 ， 

推论 2 Ж jl 是 EE 上 一 列 可 测 函 数 ， 且 几乎 处 处 收敛 
于 f(x)， 又 存在 BB 上 可 积 辐 数 F(x)， 使 | f(x)| <F (x) (n = 
1, Z, `"), BH 

lim { љода | одах 

证 明 GMER, fC) (п=1, 2, =) Ван, 1⁄& 
HIEM 6 8, Aol < +оо Р.Р. T E, х Дох) ЛА 
RAT j(x)， 于 是 由 第 四 章 $6 定理 1 知 7,0) == (х), 

综 上 可 见 此 推论 的 条 件 合 于 定理 6 条 件 ， 故 由 该 定理 得 证 
本 推论 成 立 ， 
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定理 7 (积分 完全 可 如 性 ) iZ 
D ftx》 在 王 上 有 和 分 值 ; 


cii) E= |U Е. HE,, Ë,, `"... Б ЈЕ ЖН ДУНА 


к= | 


的 可 测 集 ， 则 


ЖООДУР 


证 明 因为 o =f 一 广 (x)， 且 fO НАНЕЛЕ 


Te., (的 积分 值 不 能 间 时 是 无 限 的 ， 因 此 我 们 不 妨 公 就 
Їх) 220 的 情形 证 之 ， 


“у 


j ТОЮ 当 xC E, WF 
l Ü 当 хЄЕ- Е, В 


MAO) (в=1, 2, СОЕ E ЕЗЕК, НГО) = 
У.о). РАНЕНО 


а= 1 


хх) = 


|, 7024 = У, |, falx} dx y: Im f(xy dx + 


+ |, f(x) dx] = y |, fl dx = y |. / Ох) dx 


s= 


2) 题 


1. ЖЫ 


a 


! 7 _ р „-1 
Су (' 152° > (L) А x da 
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2. Ж 


lim of -in 


+ 1+ ях? 


3. ш 


lim T —dx = 0 


КЕ ГЫ 


4. АИ DLS L ШИШЕ, E f.G)=->0 (Hn oky 
ВтЕ< + oo, ДІ 


; JF. Ха) 
| >I eye 
tn | =0 
5, А 1 (а-а) t й алу + n (0<1а<1) ЕЕ 


= _ 1 1 _ 1 "аё 
In2=1 >” t 3 Tt 


6. ËF тЁ< оо, (f.GD) ЖЕБЕ РП, H 
юэ}, Суре у бй 
limfe G) =fG3 Р.Р, ФЕ, WY O E Ri— 4388 
MH, Ж 


f і Са) = limf f. (x) dx 
H# а У Б 


7, Ж Ko (а-д,б + ФЕ Бр, AE, 


lit 


pan fijara -Maolas=o 


36 ”一 般 可 测 集合 上 的 积分 


在 前 面 讨论 的 互 上 函数 的 积分 问题 中 ， 总 是 候 定 了 sE< 
+ oo， 现在 我 们 把 这 一 限制 去 控 ， 而 对 定义 在 更 为 一 般 的 可 测 
x 集 上 的 函数 来 讨论 它们 的 寺中 糙 积 分 问题 ， 
REE Ени, (x) JE E— 4683, < 
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FG = f Z GOD 当 x€ EH 
E: 当 x€ E pj 
MW FCx) 就 成 为 整个 空间 R° БЫ. БАИТ 
整个 空间 只 “全 汞 数 的 积分 ， 显 然 这 将 无 芒 于 它 的 一 般 性 . 
RIDARE. EER EIERE, RaT EE 
基础 R" 上 讨论 上 一 般 函 数 问 题 。 


一 、f(x) 是 R* k Ef E % 


对 每 一 自然 数 аси, Хаку {如} ЖЗ, Н 
i ma UT "ыс 
0 


lim a = 一 со, lim b = + с (j= l, °”, "ө, n) 
й a £ — ©» 
令 闭 长 方 休 
L= (x= (x хә се, Wn) a NE Ре, п} 
№25 
LSLS IS з= сезе; 


ЗРК L Gsl 2, z), Дх) Ж1, 上 都 
有 积分 值 ， 则 显然 有 


| f(x) zx<<| J O) dx 
因此 我 们 可 以 定义 
|, F G) de = lim [ fods 


为 Го) 在 R° ERAR., ES 4 012 a ARE, P 
Fe) 为 Е". 
要 使 上 述 定 义 具 有 实际 意义 ， 还 必须 证 明 土 述 积分 信 不 因 
HEFE LAR EmA. RERA RIAA 
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1,* = {х = (х\, Ху с, Xa) Сх", Її = }, 2, 
э, л} 


其 中 
Ора D D> DDD D 


Od ed A C diem C d e. 
lim s” = -ce lim d? = +оо G¿=1,2, +, n) 
Р ou ke 
MJ fA》 也 应 在 每 一 Te* 上 有 积分 值 ， 且 有 
lim |, feode=lim | /бо4х= | foðde ОЮ 
йе Tk йә J ià JRT 


事实 上， 注意 到 .六 xz) 在 每 一 h ERTED Am Hg 
定理 1 q, J Oth ЕЗЕТ Ш С, Vm H. 


| fonds- mC (1м f) 
于 是 JORR АПЧЕ. ЗЕН. 


| Уо) dx = lim [со ax = lim mG (Lu f) = тС", f) 


这 是 因为 
СС J> Eat Jy C CG (Is Дус. 
HA 


GRS }у=|) CUu D 


k=i 


ВЕ J(xykk R" 上 的 非 负 可 测 话 数 ， 显 然 在 每 一 闭 长 方 体 
аж САРИ) 上 是 非 负 可 测 函 数 ， 改 此 也 有 积分 值 ， 卫 


| Foods = mG Ca, f) 
特别 地 也 应 有 
lim |, J Ca) ds = mG (R, f) 
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МЫ АЛ, С * ?成 立 。 
综 上 我 们 证 明了 上 述 定义 的 合理 性 ， 且 有 
定理 ] R"E4j Ж A(x) 有 积分 值 的 充 要 条 件 是 fe) 
在 只 "上 非 负 可 测 ， 并 且 | 
[| reo dx = *GÇ (R, f) 


而 f(x) 在 R" 上 订 积 则 相当 于 fO 非 负 可 测 ， 且 其 下 方 图 形 
的 测度 是 有 限 的 。 


2. fo E. К-Ж 
Ега БЕП ЖЕЕ, З ТЕЗЕ Р (x) ЖП 
£ OO BJ3R F, ШЖ 
l. ft (x) dx, |. (х) Zx 
都 有 意义 ， 且 不 同时 为 无 限 ， 我 们 就 定义 ГО) 的 积分 值 为 
[Лоо а} Л бдах- | f dx 
м Осу f C) ЧН ЕТЫ, ШС) ERE 
可 积 。 
和 广 (x) 必 短 有 积分 值 ， 从 而 由 定理 1 知 ， 产 (x) 和 广 (x) 部 
是 К" рЫ, ТЕ f(x) = 0х) f GO 是 REWA 
Ж, НЯ 
| fodel, одах | одан 
= mG (Е f -mG у) 
ЖЕШЕТ, ВУНЕНИ ИЕА ДИЛ РЕЛ ЇЙ, эЛ 
《但 85 的 证 理工 不 组 成 立 ) , HM: 
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定理 2 [йш fO z R* 上 可 积 的 充 要 条 件 是 | f Gol 
АЖ, 


证 明 548298 9 的 证 明 过 程 并 未 涉及 到 f(x) hu ye SRA 
集 三 的 测度 问题 ， 所 以 可 以 完全 应 用 叶 定 理 9 的 证 明 方 法 与 过 
程 来 证 明 此 和 定理 ， 


定理 3 W ЛС), f. Goo, "ety f. Cy, ы ЖА" E— Е 
Аай, Н 


б) = у f. (O) 


s=1 


则 
|, / dx= Y, J. fC dx 
证 明 йлн, вя 
j. oda, У Р.о ds -> Í. 0х 
所 以 有 ü р 
|„/ (х) 2х >J | лод ах 


5—38, HERRE ie КОБИНЕ 
m, WEA 


Í. „Го? dx = У |, Лх) У RAG dx 


Ф 上 一 一 co， 即 得 
[ Лод 4х <ў (Род ах 


257 


综 上 即 得 I 
J. J G dx = 2, | .Ac dx 


>) 题 


1. ЖЕТТИ ЖЕ И АНГЫ U #jwE = + ce 时 的 情形 。 
2. ЩИ 


f dt 

lim — a 
自 2 Ё (1+2) Ë 
5. МИИ ШИР ЕД mE = + oo 的 情形 . 
4. Ú mE= + eco， 而 fo ЖЕ ЕЗАРА, < 


470), = | 1%) 当 {бя 时 
n 当 f(x) > nl] 


证 明 ра | иен -| дд 

5. 证明 Се, БЕВ fO 为 ШИЛ ОГАП Ж 
FEO A ЯЙ ЯН. ПА. ЗДАТИ EBE РО) 的 勒 由 格 积 分 
值 与 JO) 035312 E, 

6. ШКЕ БИЕ = + со} i НЕЙ sz, 


57 WiLE (Fubiniy EË 


在 黎 曼 积分 理论 中 ， 曾 讨论 过 重 积 分 与 累 次 积分 的 关系 ， 
如 果 二 元 函数 fs у) {ЕЁ РЕЛЕ 

T= (x, y) |хЄ Са, èl, y€ Се,47} 
上 连续 ， 则 有 


|| fx, уу4х4ду = | dxf f(x, dy 
1 
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RUER- PRERE ELEM, ЕХ ЖЕР? 
EAE, РГЕ ЁЛ. 我们 将 会 看 加 在 交换 积分 次 
太 这 个 问题 上 ， 勤 中 格 积 分 要 求 的 条 位 也 是 比 繁 曼 积分 要 冰 的 
条 任 少 得 多 ， 这 也 是 勤 贝 格 积分 理论 较 之 歼 党 积分 理论 又 一 优 
越 之 处 . 

为 了 建立 饲 比 尼 定理 ， 我 们 还 得 进一步 讨论 溢 积 空间 的 注 
度 问题 。 为 此 ， 我 们 先 扼 权 回顾 一 下 第 三 但 35 中 己 获 得 的 有 关 
ЕЗ ЈЕ; 

(1384, ВАЕ КР Керн, RU Ах Вр 
及 ”中 的 可 调集 ， 且 | 

(САхВу=шАхтиВ 


E22 FEJER t 中 的 可 测 集 ， 刚 几乎 对 所有 的 xER'， 
ЮШЩ Р„={ yle Ey КАНЕ, 
ЯЕ ТЕ БИ: лн БЕЕН ККАН, 
定理 1 Ж ОЕ Ех Ке КР u МНН, < 
mix) =mE, (x€ R’) 
则 (х) а R° EJLER Г АУА, АЖ 


mE = | m (x) dx (1) 
R$ 


证 明 БНС 五 -几乎 对 所 有 的 <€ R° 部 可 测 ， 历 
тб) Е R ЕЛАК ЕЎ. TERE H ж(х) 是 RE 
п, НЯ (1) ЖУ. 

我 们 先 就 三 是 有 界 集 合 情 形 证 之 ， 从 而 序 开 长 方 体 I= I. x 
1, Ж ЕсТ=1,х1Ь, 我 们 也 还 是 锭 在 第 三 章 85 中 所 作 的 那样， 
TAFIL E, 


1° ҖЕз1б‚'х1/!©1=1,х1, RAIER, H 
259 


m (x) = Í mt, = || 当 x€ IB 
to 当 xE L'H 
ЖЕЕ, НИ, НСІ 


| mO) dx = | пода + | mdx=| ml, dx 
R? Rtn Ti г 


= ml. Í idx = ml! xml = m(1A x Lt) = mE 
Ir 


2° Ж Е=| ) Тып], фе), EA ЫК Кб 


s= t 


长 方 体 ， 则 对 任意 *， 显 然 有 


т(ху= нЕ, = У mUd 


H1° 546824 mUD -都 是 可 测 函 数 ， 所 以 тоор A, 
且 由 让 定理 2 1°% 


f. m (x) dx = У], тС.) dx = У mla = жЕ 


由 此 可 见 ， 当 占 是 有 和 中 任 一 开 集 时 ， 定 理 亦 成 立 。 
3” BEEG, 型 集 ， 即 存在 开 集 列 使 


I Pm 220,20 с» 全 Gu = E 


ж=1 


E,= (Г 6. ).- N (GƏ, 


жибит, ж G йй ИГИ ER 
相交 的 长 方 体 的 并 ， 所 以 由 2* 知 ， 每 个 mG), Взех 的 可 测 
西数 ， 从 而 由 第 三 章 $3 定 理 11 知 有 mB,= lim m(GO, 所 以 
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mix) = тЕ, 是 可 浏 Ж. 
因为 开 集 列 4C.} 是 单调 减 小 的 ， 从 而 有 
тС) mGA G) тС) 


(s=1, 2, =), 于 是 由 85 定 理 3 ( 勒 维 渐 升 函数 列 积分 定理 ) 知 
[отсо | ， m (c) dx = |, lim C(m(G Dem WC) dx 


= Па | Си (С), m(G.) J) dx = lim [| m (G). 
mn — = Е? m= со ЕЁ 


-|„”‹©ә.4х) =lim (иб, - тб) = mG,- lim mG, 
=mG -mE 
所 以 
mE =f „тод4х 
4° 著 mBE= 0, 则 由 第 三 章 85 定 理 2 H, #m(x)=mE,=6 
Р.Р. + R°, kano Ramak, HE 
mB=0=|, m (x dx 
5° 最 后 设 ESI 是 一 个 一 般 的 可 测 集 ， 则 由 第 三 章 别 定 
理 5 知 ， 有 G mf G5EjE ССІ, mwC=mE， 于 是 有 mkG- 
Ey=0,@ G= (С-Б) UE， 所 以 有 
G,= (G-E) VE. mE,= mG,- m(G — E) ЖС С, 
Ф, m(G- Бу = 0, W 3 及 А1, mG, 和 m (G - E), 都 是 
КЕЛА 8 E X a] Mi К, БТ нЕ, = mix) 也 是 几乎 
处 处 有 定义 的 可 测 函 数 ， 且 有 


|. m (wx) dx = |... С dx 一 |, m (G -Еу,„4х 
=f mG ,dx = mG = s Ë. 
në 


于 是 当 己 是 有 界 可 测 集 时 ， 定 理 成 立 ， 
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ЕЕ ЖОЮ аг 

19 95697736, {ЕЛМИ КИЕЛИ?! 

Dy = (x = (X, Map t" X pra! ap LK, i=}, 2, 
ө, ф+} =l, 2, +) 
{Н lim- I; = КАДЫ 

k— 四 
%- . 
Буке Е П. Ig 1) (ë = 1, 2, ең I, = ó> 
TEST Б, ДЕЙЛ JME. FE T 


E, E,=é (250, E= U E, 


k=L 


М PE = Y mEn М. 


А=] 


(U n), = U в, 
TAS nE WEST ДА, М 


m (x) = mE, = -X mE): 


Ар) в, B dir- ARAE АТ | 
mEre= | (ED dx (&=1, 2,1) 


于 是 出 引出 定理 3， 有 


[жод 2х = У | aE dx = > mE, = mE 
: k=! 


£=! 
定理 全 部 证 毕 ， 
定理 2 (СЩ) W орна RPX R Ка 上 上 的 可 
PAZ, MU 
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Gi) ЛР ХС R°, Р, у) 是 及 上 关于 y 的 可 积 
函数 ; 
GH) JLFARARTT SE ЭОЖ 
&(х) = |70509 
ХЕК? 上 可 积 ; 
GD 下 述 等 式 成 立 ， 
[74 - |, dx | Sds 
证 明 我 们 仍 分 丙 步 证 之 ， 
1° E Јр ЧЕЗ ир а, ИСО 定理 1 M. ГО) 的 
TARE G= СОЕ? J) АНЯ, H 
mG тС (К° е) = |, fp) dp (1) 


KJ TE, KE 加 之 + co。 又 由 定理 1 34, mC, № R” 
上 几乎 处 处 有 定义 的 可 测 函 数 ， 且 有 
f mG dx= mG (2) 


国 mG< + оо, тС, ари, MAMEA, R НС, 
几乎 处 处 取 有 限 值 ， 但 截面 G, 实际 上 就 是 将 x іе, mie 
fe PAE ?的 函数 〈 此 时 它 的 定义 域 是 Ra 时 的 下 方 图 形 ， 
因此 我 们 证 明了 几乎 对 所 有 的 x€ Rr, 当 把 ГС, у) Е >B ВЕ 
数 时 ， 其 下 方 图 形 可 测 且 测度 有 限 ， 于 是 仍 由 86 定理 1 得 证 
(0); 

还 是 由 于 CEH f(x, y) 81: РРА 从 
而 由 8 定理 1 便 有 


mGa ,fp dy рж Ri Е? 
IEH T UD Апі (1) Е (2) 得 
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|. fp) dp = mG =Í, IN Розу) 49 |2 


=|， dx | Jes. 
Pr ЧЕЗ нр р Е ЗЕ. 
2° 设 РОР — ЖОТА, 我 们 仍然 考虑 非 负 可 测 
函数 уйй f Ср). В ГРУНТА, MAT O, f OQ Ж 
RH, FEM 1°, 几乎 对 所 有 的 <€ А”, ft, yy 是 
К. ERT ?的 可 积 范 数 ， 同 理 ， 几 平 对 所 有 的 <€ RP, (х,у) 
也 是 R< ЕЖУ у 的 可 积 函 数 ， 于 是 /(х,у) 也 几乎 对 所 有 的 
ERRE RI 上 关于 эт НҢ EGO) + 又 因 
g COD = оуд, #,(х) = [re y)dy 


都 是 R*? 上 几乎 处 外 有 定义 的 可 积 函 数 ， 所 以 
&(х) = 人 ese 一 [. Р С, y) dy = [zea 


也 是 R'EJUE Abh aE Ар ВА GE Gi), 
Ra. HLERA 


{е Гар = | Герар -| f" Ф) 4 
= a? | ， РС, у) dy -|,, ах |, f Сх, y) dy 
= (а (х,у) dy 一 (76909) 


= aN J (x, у) dy 
定理 全部 证 毕 。， 
推论 1 Ж fO, yy Rrte= R°x R€ ЕН, M 
{,, dx| ,fxs dy = |, Ф| „Ге, їх 
证 明 这 是 显然 的 。 
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推论 2 ЯГО 及 2 上 非 负 可 测 ， 则 
D 几乎 对 所 有 的 x€ Rr, Гб, у) 及 上 关 十 了 的 非 负 
Гра; 
(na РЖ 36 l E 


jf prej (P) db = |, dx | fe.) dy = м ol, /(х,у) dx 
证 明 由 定 再 2 证 明 中 的 1 部 分 即 得 ， 


>] 题 


1. 证 明 


1%) = 0<а<1 
0<8<1, ЖЕ - (0, 1, 0, D 上 可 积 ， 并 求 其 积分 的 值 ， 
2. ЖУ) Е Ri EUR, OE КЕЕН, EH jooo) 在 
КХК, Н 
j... f (yg (y) dx dy “(| rœ f, oa) 
3. 在 E=(0, 1 0,13) БЕХ 
2 y? 


__ Y 
}\з у) бауу 


EH 


Í... в JG y) дуз |, д] f x. yy dx 
RERS Щ БЕШИ? 为 什么 ? 


58 ”微分 与 积分 间 关 系 


在 本 节 里 ， 我 们 主要 是 研究 函数 的 微分 与 积分 全 关系 ， 且 
在 R' 中 的 闭 区 间 Са, ЕЗУ, 
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—, ТЖЕ 
定义 1 对 区 间 Са, 2. БЈН f(x), 设 


а= хк ху е Кы < X. = b 


是 C 们 上 的 一 组 分 点 ， 它 所 作成 的 分 划 用 工 变 示 ， 令 


s=] 


У /,Тз= D а) = Ga) | 


如 果 存 在 常数 M0, HI Ca ИКЕЯ ЖИТ, Taj 
Vif TIZM 
WP РС) у Са, EB ЗИРЕ А REWA AM iy F HQ 
界 ， 称 作 TOE Са, 27 БАр е, WAG). ПГ, 的 
E- Л ЖЛУ ЗЕ ЖОШ J Bu RAWE Р Ca, 62. 
ШОРО) Е Са, #2) КА ass У, ШАКАТ 
if) =зир{С ATI} 
从 而 对 任意 e2>0, АНМН Г, JE 
к f, TIS) е 
另外 很 明显 ， 对 [e 六 的 任 二 分 划 TT, ГТА, 
必 有 
Cf, ТоС, ГО 
l Га, 2) БЕТА р Е Ер, 
证 明 只 须 求 得 对 尾 意 分 划 工 ， 恒 使 
К f, T3 M | 
ЗЫМ, AREE, PERE РС) ТЕ [4a; EEM 
HARA. Е M =F (а) Ва, 
事实 上 上 ， 很 明显 对 Са, РОЛЕН НА 
а= ht 
НТЉ, Шин 
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и, т У Gad ЈО = СО) fü) 


=.) -/G) = ЈО - 6а) = М 

因此 f (х) Ж Са, ё КӨН PL aE 32 АК 

例 2 Са, ELKA ОЕ 26 К Lipschitz) 4 
件 ， 即 存在 常数 2-0, Е (х, х'Є Са, 20, SA 

0х) —/(х')| =: | х" | (1) 

则 (x) 是 Са, Р) Бр PU Ей, 

证 明 设 c>0 合 于 式 (1), ШЕ М=с(#-ау В, 
事实 上 ， 对 5a, РОНЕ АРАТ, А 


r~] тї 
ИУ, T3= У Сх? _ f (x)! <> C |x; — x | 
+=й :=ф 


= cD (xw; х) = e(0— ay = M 


r: ü 


下 面 讨 理 有 界 变 差 器 数 的 性 质 ， 
定理 1 jP f(x) 是 Са, ё E 255295 Pa. M 
(1) ¿<¿<, JOOBE Са, с 上 的 有 界 变 差 函 数 ， 
(2) W x€ (a, 53, Z 
UO = VƏ f) 
则 U (х) Са, 63 ЕН УЙ РЕЖ, ВАА ЖА, 
证 明 ЖЮН ЫЛЕ Э& зе y N e ES. 
定理 2 ж/о) Ka, 0), W О ЕС, #1 КВЗ. 
证 明 (ә) СИС, il W UO yg F e, ALAE 
[a 条 ;了 表示 由 三 点 4， >x，2 构 成 的 分 划 ， 则 有 
x Р) = 1 f(a)| РО ба) [РОО -J (a) 
HIE f G| = ИР ТИС) 
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从 而 有 
о < Gay] FV = K 
出 x 的 任意 性 得 证 / СО ДЕ Са, 们 上 有 界 。 
定理 3 3 fO), р(х) СИСА, ih а,б 是 任 二 实数 ， 间 
(1) ofie) + BE(x) EV Ca, 6); 
(2) f(x) g(r) C V (a, ё], 
证 (1) T Æ Са, 16—70), Д 


imj 


Vaf + Вв, T) ~ ) lS ED BE) Caf e 


+240021 У {| Cf nd -SDI + AEE (хр 


#=в 


- б< al 2 fO, -fn)) 


—1 


+ 1А Уа) ао = АС, ТО 


+ IB V trg, TIS jal PS AVPR 
故 af (y + Bex) ЄЎ Ca, A 
Ш(02) 由 定理 2 ML FEK, K,>0, tE 
ЛОО <K,, |до) EK, (x€ Са, #0) 
于 是 对 la, 的 之 任 一 分 划 了 工 有 


r=] 


V arf. z, T} = Y хд) -f (x;) g (x )] 


=й 


< Оноо Годо) 


E-i] 


+| f(x) дб) -fxg (x) |}«&К,Ў, | Ох.) 
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~ Ро + KD | G.D - &(хӘ| 


СКУРУ + KV t (gy 


` 


Рб) (х) € U Ka, E] 
定理 4 Жу) СГС, PJ, {ЕЕ СЄ (а, 5), ШЕ 
ИАР) = СРУ ИСР 
证明 Бен XJ [a, 如 的 任意 分 划 
T, d= XM 
车 СЕЛАТА, Шо сех, 则 显然 
Т". а= х.х «394 хиа 
Т", e= x Kits 
分 别 是 Са, с2, Сг, 的 的 分 划 ， 且 有 
Ие, Т-р ТОНИ, ТОИ р) 
+V P(O) (1) 
Ж СКАРГ Ж д, HB. xex W 
T*, а= x< w < Lee 
T** c= c< хус Ё 
分 别 是 Larl, Се, 2291701, HEI 
о ЈО) < (хр) РС +1f(e) 一 
所 以 显然 有 
Verf, Tas (f, T* +С, T**J 
VN + (2) 
几 于 分 划 T КИЕВЕ, Жа (1), (2) 及 总 变 差 定义 ， 
则 有 
ИАС) = sup{V Cf, TI EV СД + VN) 
к> W T, T, 分别 是 Ca, 和 C, ЮНЕ Ж, 
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合并 Т, Т, Ш Са, #1 之 一 分 划 T, E 
VES, TOHI, T) =UV DEKE 
由 于 分 划 T. ТИНЕ, {ШР 
ИР) + Ир ӘСР) 
ИАР =) 


TREE, 
定理 5 0х) Са, 分 上 有 界 变 差 函 数 的 充 要 条 件 是 fO) 
可 以 表 为 两 个 不 减 的 非 负 函数 的 差 、 


证 明 充分 性 ”由 例 1 МЛ ЕЛЭ, М. 
Иен 3 SHE ЛЕ ЗЕ БЕ Sr PUJ ЗЕ РЕ ЖОЛ ЖЕУ ЭР ЛЕ ОРА, T 
是 证 得 条 件 的 充分 性 

必要 性 已 知 Joi [sz, 上 有 界 变 差 函 数 ， 往 证 必 存 
在 两 个 不 减 的 非 负责 数 С), ГСУ, E ГОО = еб) Ј.С). 
为 此 关键 在 于 利用 CO HART AEA g r 于 要 求 的 国 数 
f(x 和 Лох), 

事实 上 ， 因 为 ЈО) 5 [a 位 上 有 界 变 差 函 数 ， 从 而 由 定 
JHI M, Ибо) = ИСӘ Ka, #2 БАЕТ. EL 

Ро) РО «ИА = (х) (С Са, #0) 

从 而 有 
бху Ба EV О) И (х) +} 0а) -f(zx)220 (xC Са, 67) 
令 roD =V +f(ay- J), М 
xy =Й (х) + ба) -rtx) (xE Се, 22) (1) 
B rooi, Ës. xxe MI 
r(x,) -rix =V (ху) — V ix) СРС -ix 
=V - (f (x) -/ (хуу) 
э афу ЛО) -f D] 20 
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所 以 "fx 是 不 减 两 数 《至 此 知 +(x) 是 Са, 22 上 非 负 不 减 函 
Жу). 
Жон (1) на Коо Ра), НРО С) 非 负 
АСЫН DE SAR: АН, Mia ЧЕТА, ЖШ. RITS 
Дд = V O +f(ay + |/(а)| 
Ру = r (x) + [Cay] 
TETA AGO) LOORE Га, КАЛЖА ЫЕ, ВЕБ 
2 (1) 则 有 
Jf Gy = f,G) — f, G) 
定理 证 毕 ， 
证 理 5 局 示 我 们 ， 对 有 界 变 差 哨 数 的 研究 可 以 苇 化 淤 对 菲 
负 不 减 施 数 的 讨论 ， 显 然 这 将 给 予 问 题 的 讨论 以 方便 。 
定义 2* 设 Fe) 是 [的 БЇР Ө, x GLa, ХНА 
意 020, А 
M (х) = supt CO}, табх) =inf{ Ре) 


F 
и йс x—x Eà 


40—50 (х-кх,) 时 ， 我 他 分 别称 fO) 在 хо 的 上 、 下 极限 
为 : ' . 
lim Ро) = inf{ M; (wa), lim f(x) зир луд) 


(27.0) 
Тл) 


Е М. z 对 于 Са, #7 Е (хуй xE Ca il, 令 
ру Ca = lim Go бо) 


х= Ха 


D. fon- im f(x) _ fex,) 


хех, 
Кул М, 


* ЖАНЕ S 1853 ТВА, 
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D- fO = Him ОЮ о) 


к=к x — >, 


Р. fon) = #2 LO) шә 

我 们 知道 对 Са, Ё БАЕРАК /(х) 及 定点 办 Era 的 Б 
述 上 、 下 极限 总 是 存在 的 。 我 们 分 别称 р‘, Da ро, р 为 
JOO 在 хәл ЙЫК, БЕ, ЖЕ, ЕТЕЙ. 

A DG =D, WRR JO) 在 和 % 点 的 
右 导 数 ， 记 为 fO y РУ) = D.f(x) 时 ， 则 称 其 共同 
HA JOE % 点 的 在 导 数 ， 记 为 О). 

Er ӘКЕЛЕ НАНЕ, В] 

Р) = к) = Рх) = D, f (x) = Р f(x) = 
D- fix) 

W, ШЕК OOE хр RAD , ПЕ ЕЗБЕ 
Ке, BA Oa. 

ARAH. HF {4, 们 上 有 限 函 数 米 说 ， 上 述 可 导 定 义 与 
数学 分 析 中 的 可 导 寿 念 是 一 致 的 ， 不 同 的 是 ， 这 星 的 导数 可 到 
无 穷 大 为 其 俯 。 并 且 根 据 上 述 定义 可 直接 得 证 下 列 诸 等 式 : 

D'i- -Df, D-DD] 
LE у= —х, g(x)= -fo MEP д(ху =D, D gi) 
= D бу). 

5 考察 符号 函数 


Хо? = rgnx = 0 34 x= 0 H 


在 x=0 处 的 导数 ， 
ж ”显然 有 
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Tim LOLO i lo reo lim Í. ioo 
ast x-0 к-0 Ж —- № 
a> Ù ти х1 


Ta OAD _ lim 1， lm 1 


x= x — 0 E тсе x i хар 加 = +99 
хф хе 
从 而 
D:f(0) = Р} (йу = руд = ре) = + oo 
ВП 0) = + 


定理 6 设 f(x) 是 5a, 们 上 单调 函数 ， 则 f(x) 必 在 
Са, ё) 上 几乎 处 处 可 微 。 

证 明 办 较 元 繁 故 从 上 略 。 读 者 可 参看 主要 参考 文献 C1 ] 第 
五 章 88， 

推论 1 有 界 变 差 通 数 儿 乎 处 处 可 答 。 

证 明 由 定理 5 及 定理 6 即 得 。 


二 、 不 定 积 分 


在 这 一 部 分 里 ， 我 们 主要 是 讨论 勒 见 宪 积分 的 不 定 积分 问 
题 ， 
在 歼 曙 积分 中 已 知 连 续 务 数 的 不 定 积分 与 原 涌 数 是 一 至 
的 ， 即 牛顿 一 莱 布 居 兹 (Newton-—Leibniz) 公式 成 立 。 但 
妾 孜 数 外 连续 时 ， 来 必 是 可 积 的 ， 即 或 可 积 ， 其 不 定 积 分 也 未 
必 是 其 原 函 数 ， 而 就 区 间 上 的 函数 研究 勒 贝 格 积分 时 ， 只 要 羡 
数 在 区 间 上 可 积 ， 则 其 不 定 积 分 必 和 与 蛛 函 数 一 致 ， 这 一 销 果 也 
是 勒 贝 格 积分 优越 于 歼 曙 积分 的 又 一 方面 . 
定理 7 设 f(x) 是 (a, D 上 单调 不 减 通 数 ， Ше 
了 (x) 必 是 可 积 函 数 ， 且 有 


|. Роду) -f a) (1) 
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证 明 АЙНИ РГД ЯД Oy), 使 7 Ск) ARR 
3k. XN f 'o020, АИ] /'(х) ЗЕЙ НГИИЛҮНАМН, Ж 
后 用 法 都 引 现 证 得 式 《1 ) у, УОН SOWA, 

ЖЕ. 1° 不 失 一 般 性 ， 可 扩大 定义 区 间 [4, 幻 为 
Cesti ЖРО КА f(x) 来 讨论 ， 这 里 

Fex) -| Jf (<) ах 
Тоё) P< х= + 1 
юй fo) iB S OS ЛО КЫ 7 О) 的 可 
积 性 相同 ， 当 可 积 时 ， 积 分 值 也 相同 ， 
对 任 一 自然 数 п, FAN 
HSS - оо) 
Pala) = ———y— E], 2, Ө) 
ж 
因为 J(x) 及 ок а, БИАХ{ЕШЗОК а, 
Еж „ 
(Ро) >) 区 间或 é 
从 而 (x)， 了 (x+ 十) 都 是 可 测 函 数 ， 于 是 ps(x》 WEIN 


函数 且 有 OSO, BRA f(x) 存在 导数 (x) 的 点 x, 有 
РЕ Й _ 1 РА 
ж) =} 二 )- Í (x) 
i х Е к) AO imge (2) 
因为 F(X) 在 Са, Бъ КАЧИ К, Hh em ГО) 
几乎 处 将 可 微 。 即 户 (x》 EILEAR ДИ 测 函 数列 《9。 
(x) КИЙН ШЖ, ЖОГО) 可 测 且 f'G020, MAS OO (从 
而 了 "(x)) 在 Ca, ЖНЯЯ. 
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°° {ф„(х)у BERTRAN EA (2) ВУ, W 
Щ$ ЕЕ 4 《法 都 引 理 ) Ж 

| Гох = | lim ф(х) 4х lim | gp (<) dx 

ЕР fr Em ist] 


Sima ,Dw в) 
但 因 | 

|. (х + +) gx = 人 
且 闭 区 间 [a, ЕЮ O VESTR, MAN 


F + 


| „7 (x+) - f(x) Jax = |, u) dx = 
J n (x) dx N Y (5) dx — [уо 2х 
= рО) -二 Fa) = ЈО) -fa 


(图 5 一 3) 于 基 结 合式 “3) Ен. 
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j. FOLLE ~ fa) 


ЖУ Е, RRISE В, 因此 
对 定理 中 的 不 等 号 会 感到 遗 钴 。 事实 上 ， 就 一 般 情 况 来 说 式 
(1) 中 的 等 号 未 必 成 立 ， 因 为 在 有 含 条 件 的 但 使 不 等 号 成 立 
的 函数 存在 。 

定义 4 EJE a HEHE AHER 2>0 F 


在 8220, M08238 anh) 是 Са, 上 任意 一 族 互 不 相交 
的 开 区 间 ， 


只 要 $, Girac, УРОО -Ja <e 


#=} i=j 


И ГС) у Са, Ках а. 

定理 8 Са, СРЕТЕН .fx)， 既 是 一 至 连续 的 又 
是 有 界 变 差 的 ， 

证 明 1° 对 任意 e>0， 由 绝对 连续 函数 定义 应 肥 6>0， 
使 对 Ca, 六 的 任意 一 组 分 点 ， хх, 只 要 x 一 wi 站 = x,— x, 
<d, REIC) РО Се, Am (x) 是 一 至 连续 函数 ， 

2° 4 e=1>0, 因 j(x) 是 绝对 连续 函数 ,所 以 存在 3>0， 
使 对 [a; 的 任意 一 组 分 点 а<<я,<5„<зе<а„<Ф„, 
АЖ 


) (j, - ay <Š, RAY ФӘ -flanl <1 


点 三 | 
取 Га, DR 个 分 划 Т", 
а= ¿e Ce, rey = Ë 


er- e]. <Š (& =1, 2 “› M), РЕНЕА #=1,2, M, 


HAV (O< 52 Va (DEM, 


i=] 
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ETE AZE aA, e 了 ”是 由 工 与 工 лде 
ЖАШ ЖЬ TET 


М 
и, т<, г< DV <M 
*£—t 


МНТ ТЕРЕ Vi EM, 

推论 2 Га, A Кё ЖБЕК /(х› ЛОРКА, ВЖ 
ЕИ Сх) ПГК, 

证 明 НЕЕ АА ЩО j(x) ДЕЛЕ 2: PR 
数 ， 从 而 由 推论 1 知 РС) Л ЛАК Йй. XIN PLE 3 PR 38 
pJ ЛЖ ЕЕЕ (定理 5 ， 于 是 由 定理 7 知 导 函数 
Го?) 是 可 积 的 。 

定理 9 EJO 与 пбх) BEATER, W/E 
g), Ров О) 也 都 绝对 连续 ， 又 若 5 (x) 六 0， пш 
对 连续 。 

WR 只 须 从 绝对 连续 函数 定义 出 发 ， 对 任意 220, 确定 
合 于 条 件 的 6>>0. 

1° We Их), кх)! АЯШ, КАНЕ є>0, # 


在 90220, 9,220, WER Са, 0) ЕЖ НАНУ СЫ 
TETEPI PEN 


当 а-а) < B, AN OD- fal <£ 


(1) 
当 > (ë, -ap < дЫ], жУ | 8 08) – да) | < | 


i=] i=] 


(2) 
取 d=min(ó, 8. 则 当 $) 0-а) <ih Җ (1) 及 (2) 


isl 
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ШЫ у, 于 是 对 e>0， 到 ó= min (ó, ду), 则 当 
У Cia) <0 时 ， 便 有 


r=] 


У ISD Eg ODI = бад) + 86407] 


i= į 


<È ASOD Јад] + lg) -gal 


-Ў [/ Убар | : | ZG) 一 ge 


i=l 
上 |- 上- 
<5 77e 


3° 因 绝 对 连续 函数 必 为 有 界 变 差 医 数 《定理 8 )》 从 而 必 
HATRA (定理 3〉， 寺 是 存在 A4 B>0, 使 OAH <А, 
|д(х)| <В, 所 以 从 

{ЧӘ О) Јад д барі < FODD — (a) sl 

+|/(ад 2 G) —f a) < lgo ПРО) -Fa 
Фао la) -elal <В) -fan)) 
+4 |500) - gla). 
ӨЙ f(x)8 (x) 是 绝对 连续 曾 数 ， 

3° дб) ЈН. g(x) 志 0, 从 而 | gG] 220220, F 

是 有 


1 [< 8 860 
ECE) = | 
feo _ 
所 以 > 绝对 连续 ， 于 是 由 3。 HI- zG) =/(x) ° ТР 一 二 了 绝对 


和 连续。 定理 全 部 证 毕 ， 
定理 10 Booi Са, РЈ КАЧИ, H /'(х) = 
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0 P.P, ҒСа, #2, МО) НИНУ, 

ШЕЯ ”第 一 步 往 证 所 人 = Ја). 

1° 对 任意 se>0， 目 Сх) АВРЕН, ЛН 0220, ië 
当 Са, инн ДАЛАНЫН Б Е 《人 ep 40у 的 总 长 度 小 于 
É 时 ， 了 就 有 


У 1704) -Fel <e (1) 


令 Ес{х|Ч(ху=0}, НАЯ 
т{Га„ё1-Еу=<0) 
О РЖМЬИ2д>0, НЛС 
боа, - Г, H wed 
Pr С АЎ, р a|: J (а, д» 则 
п] Go) )=2 G -a)=mG<ó (KAM 
或 co) 
ЩЖ б ra, bl- СЕЕН, M| 六 =0 РАНУ ЯКЕ У, X 
eSt, BA А220, E yE Oh, у, А), # 


| FDS | ш, 


(3) 
272 
于 是 开 区 间 族 
{ (а;, bpli=1, 2, сз, ky k AME oo}U (O, А, у, 
+ 有 DE t BD = G, В AFR (2) ) (3) 


显然 是 Са, 2-98 m, Н нЗ ИЕДІ, JFE 
HEA G) Ж ДИЛЭР, Ж 
ба b), y lap bD Q gh у +, Qa- hp 
Sp +t hs) (4) 
З Са, bN 
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2° 在 式 (4) 给 出 的 下 述 点 保 
(as ba у] i=l, 2 h j=1, 2, +з, P) 
Рэч ЛАНЫ АЖ. ЕНЕН Й Са, 站 之 一 分 后 组 
а = x x Ax ика b 
且 使 每 个 开 区 间 (хе хо РЕТТИ: 
(D (ха ЕМ (as 5) ЧЗ 
(D x =; (хул, х) Ср yth 
(Ë) x<¿=yp Csao Xd Áp у). 
从 而 有 


ПО -f (ayl ED Роса) -fra-)| 


= Х| у(х) К] РС) ~f (xa) 
Н" КУРАР боо xa 3R 86 ”之 ”表示 对 合 于 
(ОЖ (йу Cao xa) 求 和 和 ， 于 是 由 式 (1) AR (2) 分 
别 得 
| fx) — f(x, 0) е 
DSE к) «ебх, - хш) = EE x ху) 
Kef- z) 
从 而 有 
РСР Sa] <а+а(-ау=еге(8—а+1) 
由 ze 之 0 的 任意 性 知 有 S = Со). 
第 二 步 。 对 任意 xE En 全 ,用 第 一 步 方 法 对 [ex 进行 
讨论 ， 便 得 (x) =a), TEIE fO) E— UR 0838, 
.定义 5 ВЛОМ Са, ЕН, Xx € Са, #7, 则 称 
Р(х) -| faydr+ C 
为 f OO MIA EAS, ШЕСЕ МИЫН. 不 定 积分 由 于 
ЖС УАШ, PASJO 的 不 定 积 分 的 全 体 组 成 一 无 
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最 集 ， 且 该 集中 任何 两 个 元 素 ( COWPER 彼此 相差 一 
个 常数 ， 
定理 11 可 积 耳 数 1(x) 的 不 定 积 分 Flx) 是 绝对 连 统 现 数 ， 
证 明 只 须 证 明 邓 任意 6220, 130220, Са, 全 内 性 
ЖОН ЛНУ ЈЕ К { s $) yo RE У (6-а) <ó, fB 
У 109-ға =) | оа) - гоа 
+e] 


-È f; fa а |< 


事实 上 ， 对 任意 2720, ACOR, ЗАРН? Я, 
应 有 820, У Сл, 563 内 任意 互 不 相交 的 开 区 间 旋 {(a,， 


ÉD F= nEs(U (as 21) j- 5 т(а5 б) =}, (4-4) 


=l i=l #=] 


<à, EE (SAJMET 2) 
ЕС] di = Š, f ГРО dte 
{шю = 
从 而 有 
Y) 12000 -FD = У | леа |< 
定理 12 人 设 (x) 是 Са 6) ЕИ, 
+ Fe) =| fo 
MU Ех) = 了 (tx) Р.Р. т Са,ё], 


ЖЕЙ, Са, ЕЧ Ох) 的 不 定 积 分 儿 平 
处 处 可 微 ， 且 其 导 通 数 几 乎 处 处 等 于 被 积 函 数 f(x)， 
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证 明 1” 由 定 理 11 知 Р(х) ДЕДА] ЕВА, D. HQ H HE 
论 2 NIF (y ЛАР. 
2° 往 证 
Бу ИО (1) 
WEE, AA O) = (х) — J (х), W 
F (x) = |, гай, Бо) = | Гай (2) 


几乎 处 寻 存 在 ， 且 ОР,'(х);>0, Р_'(х)1>0, ММ 


IF' Ge] = (f гоё) |< |, fr Wat уа] | 
=F ,! (x) + F_! (x) 
于 是 由 定理 ?7 KK (2) 得 
| IF' G| ¿x< | F "Cx) dxa | Р_'(х)4х 
LF, -Fa tPF. -F(a) 
-| OLASI 704 | а? 
3° {EE Р(х) =fGo P.P. Р Га, Ё), 
因 F(x) 在 Са, ё ЕГ, НАЗ, ХНТ Е:>0, 
存在 Са, РО ЕШ А КФ (х), 1610 


|. РОО род dx<e 
А] ЖЕ Ж pix), #:4 
U (O) = | (041 


从 数学 分 析 中 我 们 知道 有 Cx) = ф(х), 
LA 
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ё £ 

f Ех) - (х) dx = | Е (х) — WwY + W'ap — 

k Ë 
-folds <| IF'o9 -P'o dæ + | ИР" (ху - 
Ё 

х) dx <Í |Р (х) Pol dx + e (3) 

因为 

F G) (к) = |, гоа - [° рй =| (fa) – 
PD A 

于 是 结合 式 (1) ， 有 


F £ 
f Е) — It (x) ах | СЕС) -POI Zx 


<f FO- p (D| dice (4) 
EA (4) RAA (3), 84 
f [Р'(х) — f (y| dxe + e= 2e 
Heroni, HE 
Е'(х) =/(х) P.P. T Са, 的 
定理 15 {——3Е1Л J, 22 2: Ñ 
РО) -Fw = || БҮТ (* ) 
成 立 的 充 要 条件 是 F Oo EEIE AR, 
证 明 ”必要 性 已 知 式 (*) 成 立 ， 即 F(x) 是 可 积 函 数 
F'G) HEERS. TERELI Р(х) 是 绝对 连续 函数 。 
充分 性 BA F(xw) 基 绝对 连续 图 数 ， 于 蚌 由 推 沦 2 知 ， 
F'(x) 岂 乎 处 处 存在 且 F'(x) 是 可 积 的 ， 故 | Кой Жї 
义 。 令 
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Ф(ху=ЕЁ(а) + | Fd (1) 
显然 四 (2 也 是 绝对 连续 函数 , 且 由 定理 13 知 , JLE pb kE k УД 
Ф' (х) = PICx)。 
Вр (Ч(ху—-Е(х))'=Ф' (х) - Ек) =0 几乎 处 处 成 立 ， 帮 由 
定理 10 知 中 (Cx) - Ех) К, BEBA (i) W Bib (a) = 


古 同 一 个 函数 ， 从 而 式 ) 成 立 。 


>] 题 
1 证 明 9700) EVC bI, MD [FG] € VCa,b3, 
2 ж 
xt 当 рау 
fix) =, 5 当 天 = 工时 
х+3 ЕБ Е: 


E 2] F AS 8 325 F ЕЛ1 并 验证 之 ， 
3 如 果 {f G) ЕУ Са, 57, Р.) М, в=1, 2, +з, H 
lim LiD =} о, DD € VKra,DJ. 


4 Жш РО у па, 上 的 绝对 连 续 函 数 ， 是 几乎 处 处 存在 非 
б, ЈС) 2 Са, В E J B W В. 

5 证明 在 Cw b) E ib hka Ry A B УАН. 

6 Wii ak 

srsinl, ЭМ ка) BF 
P Oy = х 

0 ЭЩ x=0 对 
在 [~ 12 E bh4t ETARE, 


iH 


Ял ЗРАД ЯХ 


RENE- ЖИШШ КИ. АСРАН Sk. PER 
ARRA ГОЗ ЈЕНИ AAt (Hilbert) 在 研究 
积分 方程 的 求解 与 特征 值 理论 时 ， 就 已 经 利用 了 满足 条 性 


Y + со 


的 序列 {$, бә сз, Š 了 。 他 的 基体 作法 是 ， 利 用 一 个 标 
淮 正 淆 系 4xa( 六 ?作出 积分 方程 中 未 知 函 数 的 傅立叶 (Fourier) 
系数 ， 于 是 将 第 二 奖 钱 性 积分 方程 化 成 一 个 与 之 等 价 的 无 穷 代 
ЖОЛМЕН. 后来， 有 人 以 希 录 伯 特 的 理论 与 欧 氏 空间 相 比 较 ， 
便 称 Š= (Ë, fs eo Še 9) 为 空间 的 点 。 盆 如 


Уо, Ура < + о 


=I Å=] 
EEN ёш (Š, бә б» ды б) 与 = (b т» ria 5) 
点 闻 的 距离 为 


人， 及) = (ya, _ o] 


isl 


这 便 是 现在 的 所 谓 /, 空 间 ，1907 年 , RIMA KN Fréchet) 同 
时 注意 把 /空间 中 的 点 改写 成 区 间 СО, 1) 上 的 函数 ， 原 来 
加 于 序列 的 条 件 自 然 变 成 条 件 


|а +оо 
9 
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RRETHE HEHH R — LER, CETS ЯЕ 
其 性 质 与 ЕДЕ TERARI AR, B RIRS 
ПИ аз јар УКЕ АЈА Е ГАЈ, СНЕ, ВТО 
ЗАК БГ. 


Sl L; © 间 


为 简明 超 抑 ， 我 们 这 里 仅 就 在 及 中 区 间 忆 = Са, 252 йр 
ЗНУ. ЧЕ ТЕЕ ИШ Е.С Е = Са, 站 上 有 时， 
可 令 
x) 3 x€ E, 
0 `á x € E - E, 
АЛЛ НИҢ Е, Жы НЕ BEEF E BO ur WH 
集 ， 我 位 这 里 得 到 的 结果 仍然 成 立 ， 

定义 1 Ба, РЕТИ Ў fo, WE 


|, ft(x)dx < +оо 


НЕ, ЕК СОЕ У ОГА б S. 

Са, ЕРАЗ ЕНДК АЈА, ТСЕ Lla, 后， 
REA Las 

定理 ] L, 中 的 函数 必 属 于 L, PB LEL, Hr LÆR 
БТЗ ОЛ ЖЕН] ЯҢ Pa Ж?Н ДЕПО E r, 

证 明 设 / х) € L, RA (|/0х)| - 1220, М 


ron <H 


&(х) ={ 


АНЯ Ні Ох е, М JOSEL, 
定理 2  /, z€ L,, а, PETEA, WJ 
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(1) Гер ЎН, Ph gE L; 
(2) aft МГ УЛЯ, H) af+ BsEL,, 
证 明 (1) A (/]-1&)'7>0, 从 而 省 
дЕ 


й js ТН, 
(2) ЖЖЕ, T£ 
(аў + Вп): = ар? ap far+ Вл? 


HE (1) 人 恒 知 上 式 右 端 是 可 积 函 数 ， 从 而 af+ Pe 是 平方 可 
ВЖ, 


HER 2 WA, LAER БАКЕ РЕ, 
H FLERA AR OOA ga, ЯУ {ПИШИНДИ У: 
(% D= оодо ах 
范 数 为 ， 


A 
ERA: 


pf D= 17 Sf -aas | 
容易 验证 内 积 有 如 下 性 质 : 


(D (f, /);>0, m (f, f)=0 ЛЖ И f(x) = 
Орр Ka, #1, 


(i (f, g) = (g, f). 


GID (af, + Bh, z) =a( f, zy + BCA, sy. ш f, fa 
Р, ЕССІЗ а, В PZK. 
FmaRITHEBBL A КЕЖЕ FE БЕ ЗҮН]. 

НЕТ Ü fO), zg(x)€ L,, WJ 
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| (f, zy SS li f(x) | | gC) | 
证 明 ”因为 对 任何 实数 和 部 有 


Ë 
| (AF — £ (xyytdx 


- ef f:Go dx 2h |до? 4х 1 | gt) 4520 
所 以 ， 当 我 们 把 它 团 成 # 的 方程 式 时 , P| K IK K p, PE 

a( [fooga] - (| 70450. gice) 4х)<0 
Тї, MFE 

| [fogao dx <([ поо ооа) 
Э: Вр 

| (£, а С |+ Пас) [| 


ЖА ШИ ӘКЕРЕН (Schwarz) Жа, 
引 理 2 R (х), OEL, WA 


(jef en к0ч) (лоо) 
+ (|, zt oo dx) 
证 明 册 许 瓦 效 不 等 式 ， 有 
оодоо dx] fwdx)(| gode) 
两 端 同 时 如 以 
[оак |, вх) dx 


则 有 
Лоо + gdx <|([ ооа) 


+ (|, гоа} | 
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Wisa Jt y, 44 
(|с f x) + ДОО) ya y5< (| / :Cn dx) 
КО, 
ЕЛ ОШ МЕНЕН К Cauchy) Ж у, 
定理 5 LELEM 
ос, = Hf-gH = (|. Доо дооч) 
q ЗЕ E 8, S< n LS Aha H ЗЕГЕ ky mm ОН 151 — EB 
Ж. 
证 明 为 证 ( 工 ;， p) 是 一 距离 空间 { 同 顾 第 二 章 氏 距离 空 
间 定 义 ) ， 只 须 证 组 po 满足 距离 的 三 个 条 件 ， 
D BRA 
etf, g) = (fc f (x) — gGo24x бәд 
男 外 出 第 五 章 积分 性 质 知 ， 
оф, z) = (соо - козу }ї = 0 
ҰН {524 
f- р(х) = 0 p.p. 于 Са, 5) 
р ху = 0х) рр 于 Са, Б) 
НЕЕ Ju 3 hh kha у ВА ЖЕЛИ 181 — ЮЖ. TER: 
оф, 2) = 0 ВЛАЕ /= g 
(11) 由 于 
(сло g(x) Ydx y; = (fc g FOO dx үн 


所 以 有 p(f, у= os， Р. 
(111) 往 证 о}, pary, A + ith, g)» f, BREL, 
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WEE, У 
(х) — g(xy = (f(x) — А(х)) 


+ (ñ (x) gpp 于 Ca, У 
所 以 由 引 理 2， 有 


(27 га ji- (| cv- +(À— gy:dx у 


<(| 4- һ)\4х }%4х + (КС - х) 
Вр рбў, DZU, В + обв, g) 
在 L, ФАА ЕАР, PA, ENE. ЯНЕ 


LZ, [41.5 [н] В) A R IR yk th nu, AEL ER ХХ 
为 希 尔 伯 特 空间 . 


习 


1， 试 在 上, 10 上 和 作 一 函数 ff， 使 Oo € L, TW EL. 
2, ЖЕЕ ВЧ БЕТТИ КЕ. 
(1) Hf@) |7950, [ f) | ОЗА Е fe) = 0, 
(2) Пар) | зе TG) 15 
(3) ВА Ес) В РО [| + або ||, 
3. ЩЕ, 当 fs 8 AEL, B) 
(aj+ Bz, Бу = аў, hy + 80, А) 
Rhea, ВЕЛЕВ. 
4， 设 百 是 一 距离 空 旬 ， 上 距离 为 PC ) ШЕЕ Z Ax, у, 
| p(z, 2) - ру, D ISP у), 
5. ҢЕЛ Ж 
| G, Юю |}, [е 
中 ， 等 式 成 立 和 的 充 可 条 性 是 /与 8 线性 相关 ， 
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6, ТЕБ, PEH 


юре 7-05 


7. 设 {7,} 为 L, ФЛ, РЄ. ж tf l>I H 
Ge РЭ р. ШЛ) 009), 


8. REE- уЗ ја], EAA pC, )., E EEDE ЗЕР, 
则 E' 按 距离 p 仍 是 一 距离 空间 ， 
9. BERE ZRG, ЖЁБ НЩ 
1 H ау 
р.у) =! 
0 5 x= y 
ШЕЕ FEE W F E — Ы, 
10. i ji EL, iH 


|} Ма-а - | сов 
4 `Y 1, 


$2 FHEA 


我 们 已 经 知道 有, 空间 是 一 距离 空间 ， 因 此 当然 可 象 艳 # 维 
欧 氏 空间 时 那样， 借助 距离 而 引入 邻 域 、 开 集 ， 俩 集 以 及 收 皱 
等 概念 ， 然 后 在 上 述 一 些 概 念 基础 上 上 席 开 一 系列 相应 的 讨论 . 
定义 1 EÉ fEL,，6 汪 0， 则 称 工 ,中 与 了 的 距离 小 于 6 的 
元 素 组 成 的 集合 为 了 的 5 邻 域 ， 记 为 МО, д), Hh 
N(f, ô = (10б, })<8, z€ L,> 
É ERL W — 4 T, FUER JEE, WAJ ETE 
RN (f, dy E,W KEE, ТЛУ. 
жи? W f.C L, (т=1, 2, =), fe L, . ШАН 
s>0， 存 在 相应 前 好 ， 使 当 rN 时 ， 恒 有 
p(feÜ P= Hf.- l < 


зу, ШЖ {ЛЫШТ ЬШ / у {Л} 的 极限 。 记 作 
lim f,=f „ә (moo) 
ШЕЛ НЕ ЯЛ: 
T АФОН, ШЖ. 对 了 ЕЖЕ 
Мр, 9), {РЕЛДЕ N, ачар МЕ, BEA ЛСМ, д), 
© 下 商 两 种 记号 
fo x) ЈО), Jaf 
ТЭХ RL L S ЖЩ Л. AOC 家 示 对 固定 的 x， 数列 
(СООН В S rak 09. m aef К, ОВ 
A 在 定义 2 的 意义 下 平均 收 侣 于 元 素 有 ARER, Ja” 
J 的 意思 是 指 


lim fe AGA РОУ dx = 0 


时 均 收 敛 的 肆 念 在 微分 方程 、 松 举 论 以 及 逼近 论 等 许多 方 
面 都 有 着 极为 广泛 的 应 用 . 

下 面 我 们 来 讨论 平均 收敛 的 一 些 简单 性 质 ， 

定理 1 《极限 药 唯一 性 ) 若 lim =flim „= z, W f= 


证 明 об, p= 上 -wp 满足 三 角 不 等 式 ， 故 有 
ПР-Д = l (f- f. + С g) 1) 
< |/-/Ь | + Ifa- Z il (1) 
因 ff, Дуза воо) Bh 
Ш - 0, H£-zg]—0 (1—20) 
RA COD ХНТ, АШ! /-д]|=0, FEE f-zg= 
0, PD /= z. 
定理 2 ( 范 数 的 连续 性 ) 若 lim у= RA lim 1 产儿 = 
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НА. 
证 明 Вос, д) = ПЛ, RE 
ПА = Л-/+/ ПАР И 


ПА = ДА-А А-А 
从 而 有 


| || 一 || =< Wa~ N 
li/ 1] — ПАДЕ aF | 
于 是 有 . 
ПАП ВАЕ i= ЦАА 
已 知 lim Ь=А 即 ПАИ = plf- Р) 0070-00), УЕ] 
(ҢА ПАИ {-—=@(я-»оо), Bp 
lim Iai = ii 
从 而 定理 得 证 ， 
推论 1 Гора а ВЈ. 
定理 5 《内 积 的 连续 性 ) 车 lim =), ШЕЕ, 
EF 
lim {fus z)= (f, 5) 
证 明 ШЕЕ АТН АЗК 
о (f, gy |=| (J, - f, gy ПАРА 
т. ЖКТЕ, ТЕН 
lim( fns 2) = (f, z) 
定理 4 Ж, ООРЕНИР РС), M f С) => f(x), 
证 明 对 任意 об, 45 
А.(о) = (x |б) С) 1220} 
йй 
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| „ху Fx) dx ИТА – (х) 0х рест A. (oy 
С/С ЗЛО F fO, Wk aE ZE 5 rok TE, mAP 
的 c 是 一 正 值 常数 ， 故 有 

тА,607) 0 (л—>со) 

所 以 fx) 一 之 f(x)， 

推论 2 A V Лә} ЕР o), 出 必 有 子 列 
Са С) ЛОРАК ЯР fO, 

证 明 HEH л e S6 ТЕА]. 


ГЭЕ фра ЕСЕ ЈАТ, ЖПБ F 
ЖТ. 


1 0/0) =0, Н 
0  х<0 H 


f. (Cx) = | s 02 时 
0 当 —<x<1 时 

ШЕ CO, 1) 上 显然 有 

lim fatx) = f (x) 
MAPCA EL PREE, ME 

Pfa f 5 = (Ло) -f(x) Pax J 

= g > +оо (т->оо) 
所 以 lim fsf RRE. 
|? /(х)=0, { /„(х)} ESNA EEI AANA 

数列 ， 且 令 /„С)=1, W 

ос f) = (|, „ОО -fx) Рах) 
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Жи 
lim /=f 
但 我 们 知道 在 L0, 17 上 ЛСА РОО, 
ЕМ УУТ ВИ, РАСО Э Ау А П A 
АЯ PK @ДЁН. ЛУИ АЗ А. 
EE EAr, ЖСН ИЧ БУШЛ R ДЕ S 重要 的 和 作 
Н. 
JG)C L, 使 得 对 工 :中 任 一 函数 £(x)， 都 有 
lim (додак | fogod 
则 称 С, Сә ЗАР С). 
ЭКӨУ ЯЙ, ШЖШ ИЖ ЖӨЕ, HD, С СКЕ 
(fas £)— (f, £) {ROD) 
ж РО Ура НЭС, З РЕЗ, 
定理 5 j (хә УЗЕМНЕ ГС), M {Ae bS 
ЦР ГО), 
证 明 设 20) СІ, НА S A KS 


b Ë z 
| | оороо |? вооон 
t 
ЕУ а] 


<|| ооа Соо —feoytax] 
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ала | fax < ЕА 
因 {f(x) РЕБЯТ ГО), WA 

imi /,-f]1 = 0 
从 而 有 

lim | алах | a fax 


ИШ {ЛАС НУ РОО, 


ER 5 D.B, LRA АУК ЫЕ ВК, 152 
必 ， 其 例 可 见 本 章 学 习 指 导 中 补充 例题 7?. 


Ыр 
>J ЧА 


1. ЕВА, 

(1) ВА R 4E-- PH RU D W АГРЕ D 56; 

(2) уа h £— it РГЕ Н ARNE. 

2. РОЮ, Fri), f: (0 ，… 都 是 属于 上 的， 并且) Ў.а 760 
Ф.Р: T'(a,b2 (M= ], 2, **), lim Р.С) = фс) HPT са, b3 3 Wi 
lim f, = z. 

3. Vet lim f. = f, lim e= r, RE 

lire (fa, ®„ = (f,z) 


4, ATH RE Ж H E R AEE, 


5, В С) С). RO -- ВОН, Ж oO eF 
j. 

6. Ш, НЕР, PRATIO ||}, tai F К. Са} 
PE FIED. 


T L | ИЕЫ КУ] ЖДУ ДЕБЕ E C SH, 
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8. Бр Р, әу НРА kA ARAR ШО ОЦ. < 
Ë (= 1, 3o, ERREX. 
9, BL ELC DOEDE WEAF 
| aD Е p.p. T Са, b) 
р а TIRA КЕНЕ НО 5, W 工 4 是 LATE, ИЖ 
LA rh ДЕЛ {Сз РУ РРО ПО RE ЖЕЕ, С yC), 


553 工 空 间 的 几 个 基本 性 质 


一 、 完 备 性 

我 们 知道 ， 实 直线 巴 丰 一 个 重要 性 质 ， 即 R' 中 任何 再 西 序 
9) а) СВОЕ е0, EFEN, (Ч s, m2=N 时， 者 有 
| da 2 |е) ФАК, ОЕ РТИ НОЕ 的 完 千 性 。 这 一 性 
质 在 数学 分 析 中 起 着 重要 作用 。 但 在 一 般 的 距离 空间 中 未 必 都 
具有 这 种 性 质 ， 现 在 我 们 将 具有 这 种 性 质 的 距离 空间 分 出 来 并 
缩 出 如下 定义 。 

定义 1 B(X, ORERE, txo 是 区 中 点 列 ， 若 对 性 
给 ce 汪 0， 恒 存在 相应 的 N， 使 当 м, naN 时， 都 有 

Ох, Xp) CE 

ШИ, REA HEEE, WE 
该 距离 空间 关 为 完备 的 、 

由 上 述 定 疼 可 以 看 出 : 

D ”在 何 距离 空间 中 的 收 人 证 询 必 是 基本 列 ， 

© ”完备 距离 空间 中 任何 闭 予 集 看 作 一 个 新 的 空间 时 也 是 
完 种 的 . 

必须 注意 ， 一 般 说 来 四 的 道 不 成 立 。 因 为 人 存在 郑 不 完 费 的 
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IEA zZH. mR RKW D 及 ¿(0,13 按照 距离 о(х,у) = 
[x-y RERE УВЕ Ву ЈА], AA Ei 中 的 基本 Z) А D, ЦУ 


ЁК. kani A (0,1) НДАР, (ВТЕ СО, 1) PTEN GA 


0g(0,1)) . ЯУ, FBADA 0, WEA р(х) = 
[ х— у BEREA EA 22 [Б], 

ЖИП А ЕТЕГАН, ЗЕН Т ЕЛЕШЕ l, 
JBE ТА T L, РЕЛ А, a e—a F рак, ШШ, 


AGARZE, LIHER? 下 面 定 理 给 出 了 PP xE ng Bi 


тт. 


定理 1 工 .空间 中 点 列 { fy CPJ ЗЕЕ ЗАРЕ, 
{fadei GAE, {ЕЛАНА ИМ, {ШМ т, >N 
ШЫ, 77 H/a-J. И = ос ЛӘ. 


证 明 必要 性 设 lim f= 有 АЕ Я, XE 
Җе>ф, FEN, ШШ л>, A 

I. < 
TÆ, 2 я, m2 М, A 


WA. &00Ь-/ + 17 - f. lI <+ 
得 证 La} 是 基本 列 . 
充分 性 ”证 下 比 较 繁 兄 ， 分 两 步 进行 ; 
第 一 步 ” 构造 [zs， 妇 上 的 可 测 枉 数 d. 


1° 已 知 世 六 ? 是 基本 列 ， 从 而 对 任意 自然 数 &， 和 上 得 存在 相 
Eise En, тл], Н 


ДЕЕ 
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RE. 
显然 ， 不 妨 设 
атом h. <" 
于 是 有 


ПА SSe | < 
因此 有 


YAN -fa N Leto (1› 


k=! ГЕТ 


由 久 许 互 兹 不 等 式 有 有 


л (ача 


|, fa -fo dx SV Ba, ПХ, И 
Ал, ROR (1) 知 ， 级 数 


y AN _ f, dx 


ГЕ А ах)? 
ИЙ 


tB, ЖКО. 
2° g 


Р(х) = | }„бх) |+ у, f, GO — f. GO | 
Ë= I 


ЛИНК ЕБ ЕШ? ЕВ), лт 
[вооа Лоо |4х+ BD) Saa -Sa оо lax 


<| „ою | Zx + /#-аў, ISP _ fa l< + со 
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ШР (хур, PERBERJE 6 A 


| Fixy (< +оо depe FLa, ó) 
К, 238 


„бо |+ Df 0 | 
臣 儿 乎 外 处 收 襄 的 ， 即 级 数 


fs, G) + УСУ, оо E 


йш | 
JU Ah Ah УГ, 5 28 E IB УТЕ a Ju SP АКИН АУ. ТЕАИ 
БЕКИЙ Л ЕНА f. ао, BUR, ЖШ 
lim Ў.ж) Г 
几乎 处 站 存在 ( 指 到 有 限 信 》，、 
3” 在 5e， 的 上 定义 函数 


lim f, (x) 
f= 7 


当 <€ Р, = {х Enm f, (x) 有限 } 
当 x€ Га, 2)- Е, 
显然 ГОА Са, КУРДУН, RE Са, 
f, (w). (x) 
几 平 处 处 成立 。 


第 二 步 ” 往 证 对 第 一 步 3" 中 定义 的 函数 О). AELA 
f, —=f. 


因 СЛЕЖУ, ОЧИР 2220, FEN, 02 s, > 
МӨ, 有 


ТАЗА ЕС 
Jt u: n 2 М, TENTA s> МАНЕВ kp 都 有 
о fat) а Л, f, Ра 
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因为 
Ье) =F A = нт fal) 7 Т? 
= в |f -fan 0 | 
于 是 应 用 第 五 党 $5 定理 4 (法 都 引 理 ) , 16 
f Jats) — fx) рах =| lim Р.) — fs G| dx 


<На f ЛО) fo б) хе ( =) 
йо =й 


ЁШ Щз М, EH 
ПР - 1 е 

его Е, 818 07,710, В /„->/ (ооо), 

RAP” BAOH Z € L, Е JEL, 

ЕЕЕ. 

由 本 定理 可 知 5, 空 间 是 完 上 种 的， 有些 作者 将 此 定理 称 作 和 区 
斯 一 一 章 希 尔 (Riesz-Fisher) 定理 ， 应 该 强调 指出 ， 这 是 一 个 
很 重要 的 定理 ， 它 把 博 立 时 《Fouricr) 级 数 的 理论 大 大 地 推进 
了 一 步 。 并 且 在 许多 场合 都 有 着 重要 的 应 用 。 还 应 该 指出 的 
是 ， 只 有 在 新 的 积分 理论 之 下 才能 有 这 一 定理 ， 它 是 不 能 通过 
对 旧 有 积分 的 简单 修改 而 得 到 的 。 因 此 通过 它 ， 人 们 可 以 册 度 
看 到 新 积分 的 优越 性 。 


= W 分 性 


现在 我 们 介绍 关于 距离 空间 的 另 一 个 重要 概念 ， 即 可 分 性 
的 概念 , 并 进而 讨论 二 :空间 的 可 分 性 。 为 此 , 先 给 出 下 述 定义 。 

ЖУ? 设 4.3 是 距离 空间 六 的 子 集 ， 如 果 了 三 4 则 称 B 
EA HHE. 
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广 : 容易 证 明 ， 稠 密 概 念 可 换 成 下 述 凡 种 说 法 

1° 对 任意 xE AB:220, Ж yC В, 使 plx, y)<e, 

2° 对 任意 ee>0， 以 下 中 每 点 为 心 ， 以 ?为 半径 的 所 有 邻 
НУРЫ ЖА, Bl 


Ас{ }М( ye (>0) 


3° 对 任意 xC A, ВТАА, НС, 

应 当 注 意 ， 在 稠密 定义 中 ， 并 不 要 求 B< A, HAWEN 
ВПА = Ф, 

AA 53556 НДЕН] Б, ЖЕ Ў FEBS Эв Ja) ВАГ tE, 

EXI ХО ји), Хр — УАТ 
子 集 ， 则 称 X 为 可 分 的 ， 

п 维 欧 氏 空间 及 "是 可 分 前。 因为 记 有 坐标 为 窒 理 数 的 点 组 
ВА КЕ ЖО" Карр E, 

下 面 ， 我 们 讨论 工 , 空 间 的 可 分 性 ， 为 此 先 给 出 两 个 定理 ， 

定理 2 (维尔 斯 特 拉 斯 定理 ) W /(x) 是 Са, JERE 
FER, MYER 2: 汪 0， 在 在 多 项 式 P(x)， 使 不 等 式 

[fO ~ Р(х) |<e 
Ela, DE- MERY. 

证 明 从 略 。 有 兴趣 的 读者 可 参看 主要 参考 文献 [3 ] 第 四 
章 85。 

定 到 3 有 漠 可 测 函 数 类 、 连 续 函 数 类 及 多 项 式 了 前 数 类 中 
ВНЕ ПРЕ, В, 

证 明 (1) ФЕНГ ОЕР, ЭҢ, ШЕ 
X. 2 1°, АЯН /e L, 22>0, ААН 
we, tE p(f, р) <, 

设 хәс, ЕВ >20, 由 积分 的 绝对 连续 性 ， 有 
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8220, EH 
Са, ё), жед 


H, A 
| хуйх g 


对 上 述 的 5, nj R 8 ЖК АГ В д (хә, {# 
т\х | J (w)25 g(x)y<ó 
НББ, Ф 
Ак={х | Р >k} Q= dx |/(х) [= +оо) 
因 f(x) € L,, BELEM 1A, JOEL, АА 
[fn [< + oo p.p. T Ea, 27 
故 mQ = 0, AARE 


ARAR RA, 0= 门 4 
й 


及 第 三 竟 83 定 理 11， 得 
Пти А = mÜ = 0 
ЙА», ## 
m A, <ó 
AEk HEENA 
Jn хЄ (а, -Ar 


Zx) = { 
Ü) x€ Л, 


显然 &{x) 是 可 测 函 数 ， 且 有 
| gix) 16, (x€ Са, #3) 
而 由 {x | OESE A Nl 
mix | f(x) EEE < 
于 是 有 
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Пааа аа] аса 
Ep 
elf, D= | /- 11е 
бх БЛЕФ Ў ШЇ РА ЗЕТЕ ПД, 
(2) ТЕШЕЖ Pq SY a EL рУ. 
设 fx) EEL。 对 任意 220, H (1) AFEA MAg 
Zex), AE 
| /— z | <> 


ëk | лбх) 委 &， 于 是 由 第 四 章 引 定理 1 ( 鲁 金 定理 ) A, 
HERAA р(х), AF 


mix EEPE 


„ор, P| <А 
注意 到 | g(x) |<, | çG 14, MTI 009 — рб) PL1, 
于 是 有 

Па (рач | |ш-е[ёх 

«48 тх 9) 

因而 ， 有 

[&-ФЇ<-+ 
于 是 | 
ор = П-р 17-а + [а-Фщ < + =e 


(3) 往 证 多 项 式 汞 数 类 在 ,中 向 密 . 
B f{x) EL,， 对 任意 6 疡 0, HDR TEER Aol), {Б 


Ë 
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\№ 


对 上 述 的 e>0 及 ptx)， 由 定理 2 НЕЯ 200), 使 得 


| G) -PO |<-„ 7 xG (a, ё) 


S$ 
于 是 有 
z. _ e: 
ПРП рер y oE 
即 Пер <. 
从 而 


ос, Р) = |/-Р<|/-т + 1-Р << >= 
КЯФИР, 
EWA 工 :空间 是 可 分 的 ， 
证 明 因 有 理 系数 多 项 式 类 是 可 列 的 ， 攻 只 须 证 明 有 理 系 
数 多 项 式 类 是 L, 的 和 窗子 集 . 
设 о) СІ, е0, 由 定理 3 知 存在 多 项 式 P(x), 使 


下 面 访 明 有 理 系 数 多 项 式 类 在 多 项 式 类 中 黎 安 ， 
事实 上 ， 任 取 多 项 式 


Р(х) = Yaw 


=ë 


8:20, НОЕ Ж ЛЗ 


Ё(х) = Уух 


| er- re ]<е/2(я+1)А#(#—ауй E= 0,1,2, 5,7 
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其 中 А=так{|4|, |21, 1). ШЕ Ca, 07 上 一 致 地 有 


| PC) ~ RG) [KY] er red х* | 


ё = 6 
1 
on+1) А" (6а)? 


Ë 


— 


ob a 
于 是 有 
РФ, Ву = P-R I = (Ро) - КО] 4) 
efigie] 
从 而 有 
ос, К) = ЦУ- К 7-Р + [P-R] + == 


БАЕВ ГНН Ж ЖТ NOEL, PAR, MARRAS 
项 式 类 是 可 列 的 ， 从 而 工 :是 可 和 分 空间 . 


三 、 非 局 部 列 紧 性 
洛 今 为 目 ， 我 们 尚未 发 现 志 : 空 间 与 ? 维 欧 氏 空 向 R 有 和 柯 重 
大 盖 别 ， 只 知道 它们 同 是 距离 空间 ， 都 有 内 积 (Ве x= 
{хә хә сеу, ху), у= О, Jo ә Ya) 的 内 积 为 (х, у) = 


озо, 并 且 都 是 完备 的 和 可 分 的 ,下面 我 们 要 说 明 R* 的 一 


个 重要 性 质 不 为 上 所 具备 ， 为 此 ，、 先 给 出 下 述 概念 ， 
ЖМА 设 兴 是 距离 空间 。 如 果 中 的 尾 一 无 眼 序列 必 有 
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АКЫМ (p, ó), O Мр, ó) Е-Е ЎСЕ, 
ШКХ Аар 2655. 

{41 设 Х= Са, 21, ШХА оСх, 5) = x 一 
у Е ВЕ), BEAR. (ВЕКЕ ЛАУЈЕ BU, ВН 
REF (1, 2, + m КОНА ВЕРЕ, GERE ak 
Ж, Asb, Вир г кн] А = (0, DEARER PAZ 
间 ， 而 它 不 是 列 紧 的 ， 因 为 {小 |} 是 和 4 中 无 限 序列 ， 但 它 在 和 4 中 
没有 收敛 子 列 . 

例 2 实 直 线 R' 是 局 部 列 紧 的 ,因为 在 欧 近 空间 中 ， 波 詹 
查 诺 一 一 维尔 斯 特 拉 斯 定理 成 立 ， 所 以 欧 氏 室 间 是 局 部 列 紧 空 
间 。 但 这 个 重要 性 质 L: 不 具备 ， 即 工 :是 非 局 部 列 紧 空 间 ， 要 证 
明 这 一 问题 ， 只 要 我 位 能 在 工 :中 找到 一 点 f, 使 包含 f 的 任何 
邻 域 中 都 至 少 有 一 无 限 席 列 没有 收 襄 子 列 即 可 、 

以 下 就 L,C0，1] 来 考虑 ， 取 f= 0€ L,G(0,13, 4 f = 0 Bi: 
意 邻 域 NtO0， 人 六 , 取 4, 使 0220220, 全 

у(х) = йсоѕ(2ялху (x=1, 2, +) 

WE AWEL, 17] (s=), 2,9), H 


IASI оода пае 


В Pfa) = la- |l <ó, 从 而 有 
f.C N(0, д) 
[BR Hrem, WA 


Ja fallt = |, J'(cos(2nmx) – cos(5m=x) 32 dx 
1 上 
= г Со8'(?лтху)йх + df cos (Omas) dx 
_ 2d| cos (2mzmx)Cos(2mmrx) dx 
Ё 
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从 而 有 
ТАГИ, 
可 见 { 矿 } 不 可 能 有 收敛 子 列 ， 
欧 氏 空间 是 局 部 列 紧 的 ，: 空 间 是 非 局 部 列 紧 的 ， 这 也 是 
无 限 维 窗 间 同 有 限 维 空间 的 下 大 差别 ， 因 此 ， 当 试图 把 有 限 维 
空间 的 性 质 往 无 限 维 空间 推广 时 将 会 直到 本 质 上 的 困难 ， 


2] 


1 рУ Е-Е, 
2 Е, ЗН Ар өр Яр {ЖШН ЧАМ Е Sa А, 
з 设 {f,} 是 二 ;中 的 序列 ， 营 


Y || fa | <+ c° 


шу fde. 


а = 
4 ЕХЕ, ACX, Ф 
fis) = int ply) } 
. Ai 
ЖЕРД (x) RERAN. 


54 Ж ЕЖЕ Ж 


在 线性 代数 里 对 欧 大 空间 的 研究 ， 我 们 知道 ， 举 标 是 一 个 
有 力 的 工具 。 闲 此 ， 我 们 自然 僵 望 在 上 :中 也 引进 坐标 ， 
在 s 维 欧 压 空间 中 ， 杰 引进 坐标， 我 们 是 选取 # 个 线性 无 关 
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ЖИЕ ху, x, +з, х„ 然后 将 任意 问 量 > ЖЕЛ) ЭХ з] 1а) Et Ж 
EARRAN. E 


х= Х| + ada + iu + Гер. a 


其 中 {хь х, es ОЧА as an су ao PRANIE 
x 的 坐标 。 
ДЧ У, HAB 
(хо ху=0 (J) 


并 县 Сх х) = 1 时 ， 这 种 学 标 系 一 般 说 来 是 最 方便 的 ， е 
时 有 


x= CR RN (x, RN + (X, X.) 
下 面 我 们 在 工 , 中 建立 相应 的 概念 ， 
定义 1 两 个 定义 在 Ka， 的 ЕНШЕ O), go), ПЖ 
满足 
| fl) a dx = 0 


网 称 雇 x} 与 fx) 是 正 交 的 ， 
E? 定义 在 Cs， 人 上 的 函数 C0, WERE 
[удак =1 
则 称 A(x》 是 标准 的 ， 
ESI ей, РЕВА 
pix), pix), КЫ” Ф.х), сз 


MES- РААК ААТ ИЕ Н, 任何 两 个 者 是 正 奖 的 ， ЖОЕ 
数 系 是 一 标准 正 奖 系 . 


换 句 话说， 如 果 (фаб у 满足 条 件 


b 1 š =? 
J P(x PNY dx = { 
s 0 3} 
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ДИА С) р Е PRE ЕЛЯ. BA Paq F 6 Ф К 
BRT Ln 


例 1 — 583 


T 1 cosx sinx СО®ЛХ Sinzx 


Мэл! VR мт мт) ул 


т 1 COsm COSIN ‚ COSSEN 


TI Va? ve O Va? 


T sinx sin2x sinx 51йлх 
гі ` 


Ja? ул ' Zx 
看 作 L-nr, лу 上 定义 时 ， 它 们 者 是 LC =- z, z) 中 标准 正 交 
Ж. 
BEL. н ГС) BEELA p ВУ A R — ЛУ 
Ва, E 
Рх) = аф бх) + ср, (х) + + р, Сх) 
则 于 两 端 匀 以 ptfx) (E= 1, 2, €e л), БАНУР, 恒 得 


| = | fop) dx 
所 以 系数 Cis Cs y Cn 是 唑 一 确定 的 。 特别 的 ， 当 
бху = А + У баксоѕёх + prslnkx) 
A=! 


pH, WME 


_ 1 [F 
A= 二 | feo dx, d= Lf. Jf(xycostxdx, 


ó, = | fx)sinkxdx 


对 于 三 角 溯 数 系 ， 这 些 公式 是 由 情 立 叶 发 现 的 ， 因 此 有 如 
FRE. 


310 


EMI B (фк) УЕ REER СХД, 2 — 8 
数 ， 称 数 


+ 
ea = | Гс фаб) dx 


为 六 zx 关于 《px 的 博 立 时 系数 ， 
级 数 


жі 


Yapa (x) 


称 为 f(x) 关于 4gpx(x)} 的 人 以 立 叶 级 数 ， 
现在 我 们 来 讨论 ， 在 L. 中 ， 冰 数 f(x) 与 其 傅立叶 级 数 的 
部 分 和 之 问 的 搂 近 程度 问题 。 也 就 是 说 ， 设 


5.6) = 3 p) (x) 


Eik IS- Sal. 
为 上 述 目 的 ， 我 们 首先 计算 两 个 积分 ， 


[Лоо З.О бн, Б) ах 
ж Б. унах, A 


| /0 Sal dx = Siar | fe Фабкуйх = Усе 


类 似 地 ， 由 标准 正 交 系 定 义 ， 有 


|, Se (x) dx = > АТ |, gp (x) I (x) dx = Уи 


因此 
I 7-5. Ра = 28594 
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IF- Sall IAN- дүе (1) 


£=! 
由 于 等 式 《1) АЈА ДЕЧЕТ АЈ, [ИШКА R (Bessel) 
ЖЯ A 


< Fi 


k=] 


由 于 此 处 z 旦 伍 意 的 ， 喜 贝 塞 尔 不 等 式 可 如 强 为 


= 


Уе Л? 


于 弟 我 们 得 到 关于 工 :空间 指 一 个 重要 不 等 陈 定 理 。 
定理 1 ЛТА) i 
(i) (фа) 是 志 : 中 标准 正 将 系 ; 


Gi) f€ L, cr -| fo) rO) dx, 
10] 
Жемс |? (2) 


ENS 设 (pk(x)} 是 La 中 标准 正 交 系 ，fE L, (o) 是 
三 关于 {px(x)} 的 依 立 时 系数 ， 即 а= | f(x)pr(x)dx、 和 如果 
SR 


Se= Л? (3) 
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RY МИЧНЕ / F (rO 的 封闭 公式 。 有 时 也 称 
EKER 【Parseval) 等 式 。 
KAFA 1) ， 圭 闭会 式 可 收 写 为 
lim [| f- Sull =0 (4) 


封闭 公式 的 意义 在 于 ， 如 果 f(x) 关 于 标准 正 交 系 {gxtx)} 
的 封闭 公式 成 立 ， 则 Сә ЖТ {фкбх) 的 情 立 叶 级 数 的 部 分 和 
$„(>) GEL ЕИ) 于 ЛОО, 

EXE Binto) RRELA, WREX L BE E 
数 都 使 封闭 公式 成 立 ， 则 称 {9xtx)} 是 封闭 的 。 

定理 2 Ж {galx)} 是 封闭 的 , 则 对 工 :中 任 二 函数 70), 
gx) 恒 有 


| fe £ {x) dx = Уа, 


= 


其 中 
“= |, Рх) фак) 2х, b= | оо Qk (x) dx 
证 明 К /(х) + £C) р УЛ КЖЕ КАК) F 
是 由 {grilx)} 的 对 闭 性 ， 有 


[f+z = Ya 42 


Ё =] 


ИП 
| fde + г fgdxà ИЕ 
= yw +2 Уо, + Sug 
i=l i=} 点 二 
注意 到 
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= 


| frax = У z, | g dx = A 
в Р МиР 


于 是 有 


| Ло) водах = Уа. 


在 欧 氏 空间 只 "中 ， 引 入 坐标 后 ， 一 个 点 可 看 作 # 个 实数 组 
成 的 有 序数 组 : 肥 之 ， 尾 一 由 # 个 数组 成 的 有 序数 组 也 必 是 R” 
He BELZA PASSERADE. 因为， 如 末 

{сә сузе, fa e) 
是 志 : 中 其 一 函数 关于 标准 正 变 系 (pk(Cx)} КЛЕЙ СИВУ 
数 ) ， 则 由 员 塞 尔 不 等 式 ， 知 


= 


Y < lfl: 


k=1 


Уо ШЕК. REZ, Сс fc L, АА 


的 必要 条 件 古 加 ca< + оо, 


然而 ， 王 述 条 件 是 否 也 是 充分 的 呢 ? Шр уусу оо, i 


k=l 


否 必 有 fe L, Elah E 了 的 坐标 呢 ? РИАЕТ 
(Ricsz-Fisher) 定理 给 出 了 肯定 的 回答 ， 

定理 3 (SDS) E фаб) 是 [as， 的 上 一 个 
标准 正 交 系 ， 如 果 数 列 cs ¿o +з, to o 满足 


г] 


Y < + оо 


AZL 
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ПЛЕТЕ ГОО) C L. AT 
D (¿zy 是 fOe yj ay i АЯ, 


GD f(x) 满足 封闭 公式 ， cx = Пу. ЗРЕЛЕ 


а=; 


(D. (ПУДОВ Я РС) 是 唯一 的 . 
证 明 1° < 


$, O) = Укра) 


点 三 | 
邻 证 序列 3, 5,, ТУ … 基 基本 列 ， 
事实 上 ， ут >п, MS 


| Sa Sl = [ | у гъфа оо} FEN 


k= =+ 


=, С: |, PXI Pw) dx = > г? 


iak а= +I 


对 任意 s>0， 由 于 ee< +оо, MUMAN, Чигар 


1—1 


时 ， 有 


于 是 有 
5, — Sn 1 < 
此 即 说 明 {5,5 是 基本 列 。 
因 工 ; 浆 间 是 完备 的 ， 故 必 存 在 范 数 /O OC L, W 
| $„-—/]|—=*0 (а-о) (=) 
2° 往 证 上 述 A(x) 合十 定理 要 求 ， 
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(i) {ajk ОЙ зл m 368, 


BE, шоя 5 105,0) } ИШТ Oo, PBX 
EDEL, {НД 


t L . 

lim| Y Oy Ew) dx -| J (w) g(x) dx 
特别 地 ， 令 g(x) = ф(х), фаб) ) 是 标准 正 交 系 ， 故 当 
п> 


|, Sair PANI dx = | P ip О) раб) dx = ek 


i 三 | 


从 而 


|, Topl) = са 


(ii) аА, MA Уес Tl, 


点 二 二 


因为 yx 是 feo 的 傅立叶 级 数 的 部 分 和 ， 皇 由 革 " 中 的 
Aia), 


| 9 一 了 | —>0 (и—со) 
于 是 ， 由 前面 等 式 〈T) ， 有 


ИТ 


3° ЕЕЕ БЯО СОЕ — BJ, 

ЖЬ, ЕК /(х), ДОНА OS GD, M 
НО 00) 5 gx 有 相同 的 傅立叶 系数 ， 再 再 人) 0844 

$,—f, 5,94 (л—+со) 

TEHEL (极限 的 唯一 性 ) 知 f= z. 

РЕРНИ, 

ІЗА, “ЕКЕЖ (Н) 去 掉 ， 只 要 求 
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{ТОО РАЖ EAEE? 为 了 同 管 这 一 问题 ， 我 们 先 
ТЖ. 

ЖУТ R 《ps(x)} 是 工 :中 药 标 准 正 交 系 ， 如 果 工 :中 除 堆 
УЬ, ТЕЕ УТ фасх) ТЕЛ, ДХ o) 是 完全 
Н], 

HEH, ЕТЕЛ р, ДЕЗЕ LB. ( f, фо) = 
0 (=i, 2, =), MM Z= 0. 

定理 4 满足 定理 3 《〈 黎 斯 一 费 希 尔 ) 要 求 (i 的 函数 为 
唯一 的 充 要 条 件 是 ， 原 来 的 标准 正 交 系 是 完全 的 ， 

证 明 充分 性 BA {px(x)} 是 完全 的 , 设 f(x) 与 g(x) 
BERTERO, Am jw) 与 g(x) ЖАНИ УН, BW 


Ë 
Ck IEG dx == [epad (Ё = 1,2, =) 
于 是 
b 
[LSO - zG5396G0 dx =0 (k=1,2,) 


PU f(x) -go SNAR ORERE, Bip) ESER 
所 以 f(x) - 8tx) WERK Mm Ў) = g(x)。 证 得 合 于 
要 求人 的 函数 是 唯一 的 ， 

必要 性 ”我 们 用 反 证 法 证 之 。 如 果 tpxtx)} 不 是 完全 的 ， 
即 存在 非 零 函 数 #(x}) ,使 得 5(x) УЕ ф(х) ВЕ, TE, 
如 时 ОРЕК), HA 


b 
г, а! Fp) dx (k=1,2,.) 
从 而 由 8x) 的 性 贰 ， 了 也 必 有 
| У) + Вб) pale) dx 
Ë к 
= 1 (х) рь(х) їх + | hw) рабах 
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= Годрик) бк е 


ШЕ f(x) + AC yb ЕЕЕ), ЛА РАС) RERAN, 
所 以 РО) (к) + AG. ЗХ НЕ РЕЈА, БЕ, 

З Е, Ар ПЕВА ИЕ ЕЛЖАН ИТЕН at 
ЖП, ШЗ РУК gm, 

定理 5 标准 正 交 系 (фах) Azenn E gz E, 
(CX) } 是 封闭 的 ， 

证 明 ЖЛЕ 已 知 fpr(x)} 是 封闭 的 ;往生 与 每 个 px C) 
都 正 奖 的 西数 是 零 函 数 ， 

ЖЕ, WE JOEL, E/O SEA ORES, M 
J (xy RARAGA 

a= fe) pr) dr =0 (Е=1,2,) 


МЩ{фк(х) 的 封闭 性 ， 有 


сй 


Hf = Ус =0 


Вр 
| оёх = = 0 
从 而 0) BZAR, iino EE. 
必要 性 已 知人 pe) ESEM, EENE J (a) E La tE 


有 Dee= lfl) Eh hk SORT (раб) КИЗ 


Ж. 

ВЕЗЕЛ. ШЙ g(x) € L, 不 满足 封闭 公式 ， 于 是 
ШЕЯ (ДЯКА) ， 必 有 
$18 


Yan < lal: (1) 


Fkh 
7 = | gpr) dx (29) 
А &(х){ у ЖЕ, 
HK (1) {сє б ТШЕН Зз (ИЛИК) Жї. ЖЩ 
ШЕЯ, ЖЛЕ ELit 


› 
«к= | Доде, B 有 ri Be 3) 
&=1 


鳍 合式 (2) H (3) , 18 
› 
[feo ~ од pw) dx =0 (k=1,2,...) 


Ш Оу Сх Ej p (x) ПЕЛЕ, {Нв user, АК 
Кх) ~ до) аА, Айн x) = (х), {НБ 


Р УСЕ zl! 


k= 


HFA, EREE, 

Ер ЭКЕК 2 ЈАЈИУ, ЖЕЛЕТ БЕ Е I B Bl rh Er £ 
癌 量 的 数目 来 决定 的 ， 也 就 是 内 最 大 的 标准 正 交 系 中 所 含 元 未 
的 个 数 决 年 的 。 现 在， 我 们 自然 也 会 要 间 ， 工 : 宅 间 的 维 数 基 什 
AR: 疯 先 ， 我 们 来 说 明志 :空间 绝对 不 会 是 有 限 维 的 . 这 只 须 
证 明 不 宇 让 只 食 有 限 多 个 元 素 的 标准 正 交 完全 系 即 可， 因为 一 
TERRIG) 如 果 不 是 完全 的 ， 则 它 一 定 不 能 是 “最 大 ” 
的 。 


Жар, WE (фаб) ) 不 完全 ， 就 必 有 非 零 的 函数 
x) € Lp 使 
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š 
| (хуфд(х)4х=0 (Ë5=1,2, 2) 


_ _/ Ох) 
令 ф,\х) = | FCx) Г” 则 有 


z 二 è z _ E + а = 
К | е, (х) 4х = Т -| / (хуйх = 1 


且 有 


$ 
о расо 4х = fpl dx = 0(Ё = 1,2,4) 


PH (900, ф(х), ф„(х), р “ШОК” ЕЕ, 
定理 6 任何 完全 的 标准 正 交 系 {yx(x)} 中 部 包含 无 限 多 

“лж. 

证 明 假设 结论 不 成 立 ， 即 {Pex) уН US RRETARA 
pa 

于 是 每 一 J(x) EK, 都 有 一 个 由 次 个 实数 组 成 的 数组 {1， ¿, U 

en} 与 之 对 应 ， 此 处 | 


+ 
a =] Tepi ds (k=1, 2, +з, т) 


Х.В {фаху ESER., МНА, ЛИЯ АЛУ, 
即 有 | 


Ifl: = De (1) 


如 果 我 们 把 ff,，c:，…，sm} РЕ ERKE В у 
Л, ЖРЕТ, ИЧЕТ, 到 RE" 的 映 
射 。 

Ф. І.К", /|——эФ(/у={с, es се, сы} 
今 证 由 是 双 射 
PRE, MERKA s ar es anj 由 定理 3 ( 黎 斯 一 
420 


k 
а = | 2(х)фь(х)йх (Ë = 1, 2, “ ") 
县 有 


lj z |: = Уа 


k—1 


Wa aba АРУ д ААТ, MERY. 


另 一 方面 ， 可 以 看 出 两 个 空间 上 ,与 R" 具有 相间 的 距离 公 
式 


实际 上 ， 对 尾 意 (х), LYE La 设 | 
ФОР) = а, азу бе, 2}, Ф(д) = {5 D се, да) 
于 是 由 定理 2 及 式 (1), # 


LS- a = | fÀ ax 


-| Рах 50 гіх + | gidx 


=$ к-У nay, „Ум 
是 三 上 =l 


上 二 | 


и | 
M-et (Уа) `- 


由 于 工 : 与 Rm" 两 个 空间 有 相同 的 距离 公式 ， 所 以 相对 应 的 
向 量 基 有 相同 的 长 度 ， 即 这 种 对 应 不 改变 元 素 间 的 距离 关系 ， 
从 而 R= 中 的 于 点 ， 对 应 于 工 :中 也 应 该 是 蘑 点 。 特 别 地 ， 我 们 
已 知 R” 是 局 部 列 紧 的 ( 因 在 R" 中 该 尔 查 诺 一 维尔 斯 特 拉 斯 定 
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理 成 立 ) ‚ W L, 也 应 该 是 局 部 列 紧 的 ， 然 而 我 们 已 经 证 明 ， 
.不 具有 局 部 列 紧 性 ， 这 一 也 盾 说 明 {px(x)}》 中 必 含有 无 限 多 
个 元 素 。 

综 上 定理 证 毕 。 

定理 6 告诉 我 们 ， 完 全 标准 正 交 系 含有 无 眼 多 个 元 素 。 事 
实 上 ， 我 们 还 可 以 证 明 ，L: 中 的 任何 完全 标准 正 灾 系 都 洽 有 可 
ENER. 


定理 7 Бен {КЕЧ ЕНЕЁЛЕЛЕА Н, ЖАКЕН F 
可 列 个 的 元 素 ， 


证 明 由 定理 6 知己 不 可 能 是 有 限 集 ， 故 只 须 证 明 己 是 可 
列 集 . 


事实 上 ， 由 器 定 更 4 知 志 :空间 是 可 分 的 ， 因 而 L: 中 有 可 列 
ветар. тахи fe ER V >o, EKRA f*ED, 
使 得 
If-f* < 
如 此 便 得 到 从 已 到 呈 的 一 个 映射 
@.E— D, fl—>@(f)=f* 
Ф BLE] =D*。 ЩЫ Р*с=РДФ& JES DY, ME 


PRAF, MERMER, ЖОЛ, s€ EF 2, W ал, 
因为 EB 是 标准 正 奖 系 ， 故 对 /, EEH У WF, {#5 


|, fad= = 0, | fiax = | zas =1 
于 是 有 Е | 


7-15 fr g)? dx = p /4х-2 [вах Зб dx 
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k k 
= | fidx+| g'dx=2 
从 而 有 
м2 = у-и ]f-f*) А-де | + д zl 
«МХ руде М 


所 以 有 
fe 


w ws 
ИП 
Рд" 
于 是 证 得 FE~D*, {{Р* ИГИ НЕЕ, нок, ШК 
是 可 列 集 . 


定理 6 和 定理 7 表明 ， 工 ,空间 是 可 列 无 限 维 的 。 


2] 题 


1. ENZA 


1 созд sint costa sinz 
Tr v a" ç — 


— 
Ы 


“т к Ул уп лт чп 
ЖС mz, zz) tB at PR ЕЗЕН, 


2. 8 pi} 1. фи, Mio PESTA ЖИЛ 
线性 无 关 的 ， 


3. 设 ip) 是 工 > 中 一 封闭 标准 正 充 系 ，jE 工 。。 则 对 任 一 可 测 华 
ЕС Га, b), JG) 关于 {9 寻 的 博 立 叶 级 数 在 世上 可 逐 项 积分 ， 即 


|: (х) dx -2 | 9 (х) dx 
三 | 


其 中 с ОЮ Ил ЖК, 
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4, ELP, (Q, к) =0 的 充 要 条 件 是 鸡 任 前 实 教 &， 有 
lf+ag]1 = |}—@&]| 
5。 设 еар, ЕЕК, а) 是 一 族 常 教 ， 则 下 述 条 伞 
是 等 价 的 ， 


GD) у азе 


й=1 


GDY о Pig 


t=] 
Gid rE Lit ai= (xz, ea, 
6. RMEL: — TE, Мі AS M PAHIR ER DE 
的 全 体 组 成 的 集合 ， 邵 
М+={к| Q, 9 = 0, HER JEM} 
证 明 好 + 是 工 :的 一 个 完备 子 空间 。 


65 ”一 个 完全 标准 正 交 系 


在 前 -- 节 中 ， 我 们 引进 了 盘 标 系 ， 并 且 证 明了 标准 正 交 系 
的 完全 性 和 封闭 性 是 等 价 的 。 但 馆 今 为 止 ， 述 没有 回答 完全 标 
准 正 交 系 是 否 确实 存在 的 问题 。 实 际 上 ， 我 们 可 以 证 明 为 大 家 
所 熟悉 的 三 角 函 数 系 就 是 一 个 完全 标准 正 交 系 ， 下 面 就 来 讨论 
这 一 问题 。 

在 本 节 中 ， 我 们 总 假定 务 数 是 定义 在 [- z, z) E 89, 

在 $4 鲍 1 中， 我 们 已 经 提 及 过 三 角 沙 数 系 


T 1 cosx sinx ‚.‚ СО5ях 5їйлх ... 
` Z ar мп мп O Ax ` xx= 
全 的 就 可 以 了 ， 为 此 ， 我 们 先 证 下 面 的 斯 切 克 洗 夫 (CTexkaoa) 
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定理 ， 


定理 1 SHARR ВАК 43k. L, 中 是 称 密 的 ， 如 
нени (p) XPT АЧ ЖЖ ШЫ И] 2: =Ñ ЛА 
划 对 任意 吕 E 4， 都 有 


|? Усе, Ја = IOO 


й=1! 


MU фасх) 在 蕊 :中 是 封闭 的 ， 


证 明 设 f(x) EL,, SORE RA E ap), 25 


k=! 


ЎСЁ? = Yeo) G) 


РУ БАНАН ДНК (4) 知 ， 为 证 {ф(х R B 
Й, ДАЕ Пл jif- 3,(/ y | =0, ЖИРЕНЕ e> 
0, FEN, 8828 saN H, ДЇ /—5„6/) [| <e, 

首先 ， 容 易 看 出 : 

(1) 5,647 SAS): 

(2) Sf tD =E df) + S fy 

(3) RAISI. 

我 们 对 上 面 三 个 式 子 给 以 说 明 如 下 ， 

(1) 因 ЎВАГА, ËB 

= | fp) dx 


FEN 的 傅立叶 系数 为 


F Afix ptx) dx = А | ҒО) pr = Аса 
从 而 有 
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SCAf ) = D Aerpr U) = AP erp) = A5,( f) 


®—| k=! 


(2) Ú f, f, 的 傅立叶 系数 分 别 汶 {ax} M {Lrj M 
JT fe (оъ Bx}。 于 是 有 


ЗС, +O = P (ax + Вю pa Ga) 


A=! 


= XAT (x) + Уб.) 


&=! 是 并 上 


= SD + 5.07.) 
(3) 由 于 


Н 


Ú S) |l :| [a G | dx 


k=! 
т 


E > 416% F ppd = Ус 
і, 4 = 
从 而 由 由 塞 尔 不 等 式 ， 有 


ES [= ef 


і=1 


TEER | SOIS. 


注意 到 上 述 诸 事实 ， 对 任意 JOEL K є>0, НАТЕ 


lf- l <i 
XA 
ШУ П + | zg— Saca || 
+ || j. (8) WED | 
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| S828) -SA N= Па С де < 
于 是 有 
ПСР l <+ а se)l 
由 已 知 条 件 知 ， 对 gG EA 封 闲 公式 成 立 ， Ehlim {| g - 
SCD =0 (L $4 定义 5 说 明 中 式 (4))， 从 而 对 工 述 
=>, 有 N， 使 当 >Ni, H 


| £— 5.02) | <= 
WHE. зяр NI. A 
一 一 Ez 
Ц SF) | 26 t= 8 
由 >0 的 任意 性 ， 便 证 得 im 7-5,0) 1 =0, 
EXI Ж 


T(x) = A+ Darcoskx + Hsingxy 


为 x 次 三 角 多 项 式 ， 其 中 А, а, ВУ. 

为 了 后 面 的 需要 ， 这 里 给 出 维尔 斯 特 拉 斯 关于 连续 函数 的 
三 角 多 项 式 冯 近 定 理 ， 我 们 略 去 其 证 明 ， 有 兴趣 的 读者 可 参看 
主要 参考 文献 5C3] 第 四 章 中 5 

定理 2 《维尔 斯 特 拉 斯 定理 ) М РО) ЕМ hy 
连续 函数 ， 则 对 任意 e 汪 0， 必 有 三 骨 包 项 式 T(x), 使 不 等 式 

РС) Tx) |< 

一 致 地 成 立 。 

定理 3 三 角 多 项 式 类 在 L,C- z, л) ФЕВ. 

证 明 REH, HE Eli Аеро, АБЕ 
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T, #: [/—-Т | <, 


ЖЕЕ. (EER EL, Ke0, ЎЗ ЗЯ, BALT, 


Ї/-ФЇ <> 
u plx) |А 
在 [ улу ИЕ у(х) Т. 
ф(х) 当 x€ ( — z + Ó, z3B$ 
ф(х) =үф(л) 4 x= л 
ф(х) ЕЕ 24 xE- r, 一 二 + 的 肝 
ВВ 
0<ó< p 


Дур poo 在 (人 一下， m) ЕЛ, H 
yi- m) =É (m) 


РТА PIE Со) 1° ДЖ БЖКБ ИВ 2л 的 连 
Ж. | | 


УК, BRE 100) | <А, BEEJ роо) (<, AER 
l Ф-% || [ечк | (ф-ф)'4х 
«авг < 
即 lp- i < 
AmA 
Р + Пре = te 
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U 


=} ФДТ С), 使 得 


| 0 (x) — T (x) < == 一 m= ws m 


于 是 有 
1... 人 _ 二 — * E : _ є? 
{ў-т|=[ ета (=) a= 5 
Ер 
б 
Пр-т | <— 
AEE 
р ен l - T I <Ë += 
综 上 定理 证 毕 ， 
定理 4 = ЕЖЕ 


1 cosx sinx coss sIn#x 
' —— 


ЭУ Vn Ут Ма" Va 


是 工 [- л, лт ЖЕТЕЛЕ #, 

ШЕ КШ Ji ЖЖЖ T ДЕЗЕ ЕНУ. НИРОК ЖАН) 
完全 性 与 封闭 性 一 致 ， 因 此 只 人 须 证 了 是 封闭 的 。 由 定理 3 АЕ 
HETRE 1,0-7, л) PRAE, Am. WERNE ЕВН 
= f PR 3 #& T x] — U) == fa 32% T, 


T(xy = A+ Darcoskx + drsingxy 


HAARR MAER RE EMEA, 
EZAR ATREA: 
Qp (X), ф(х), +з, Ф„(х), ө 
ДГ (хуш ЗЕТ rh Ж НУ ЕШ. + 
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T (x) = Seip) (*) 

A=" 
因为 {9.,(x)) 是 标准 正 交 系 ， 记 以 于 (+# ЗЫ ТО) 
sr, Hi4 


tTI = |. Tods = yaja тонаб) = Per. 


k=: 


即 封闭 公式 成 立 ， 于 是 定理 证 毕 。 


і! 


`] 题 
(Ф, } 是 一 标准 正 交 系 ， 如 果 对 函数 系 


1, x; x2, ~ ЖЩ”, се 


ЗЭ Азд, Wigi Е-Е, 
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第 二 部 分 ЗС IRS 


第 一 章 ”集合 学习 指导 


集合 的 概念 是 十 九 世 纪 寸 十 年 代 康 托 首 先导 入 的 。 而 后 党 
合 的 观点 和 方法 立即 迅速 渗透 到 数学 的 各 个 分 支 ， 从 而 改变 了 
数学 的 面 通 。 对 现代 数学 的 发 展 起 着 马 大 的 作用 ， 实 变 画 数 
论 , 也 是 在 集合 论 的 观点 与 方法 渗入 数学 分 析 的 基础 上 产生 的 。 

我 们 在 这 一 章 星 介绍 了 一 些 集 他 理论， 其 主要 目的 当然 是 
次 了 本 课程 的 需要 ， 但 也 将 对 读者 学 习 其 他 近代 数学 理论 起 者 
ЖЕЛ МУЗЕЕ. 

本 章 所 讨论 的 基本 内 容 是 集合 的 运算 与 集合 的 基数 两 部 
分 ， 学 习 这 些 内 容 应 注意 以 下 几 戌 : 

1 对 于 和 集合 的 包含 关系 以及 并 、 交 、， 莽 、 补 等 概念 一 定 
要 正确 理解 ， 并 党 握 其 实质 。 关 于 概念 的 学 习 ， 放 先 应 注 疙 概 
念 中 的 条 他 总 是 充分 必要 的 。 比 如 4 与 了 BB 基 二 集合 ， 若 已 知 
xC АНхЕЄЕВИШХЄАЛАПЇВ;, 及 之 如 已 知 xE АПВ, MAEA 
E. x€ B。 盟 奸 也 还 要 考 培 它 的 否定 形式 ， 如 着 已 知 éA 或 
xë B, WA хлх&АПВ; 反之 车 已 知 хЕёАПВ, JH é Ask 
xg B， 这 样 既 从 肯定 形式 又 从 否定 形式 两 方面 来 考 谋 概 念 ， 不 
仅 能 对 概念 加 深 理 解 ， 生 能 在 此 基础 上 总 结 蜡 论证 某 些 问 题 的 
基本 思路 与 方法 ， 基 于 此 ， 本 书 常 在 给 出 一 个 概念 之 后 对 其 作 
某 些 说 明 ， 望 读 害 对 此 多 予 注意 ， 且 能 借 此 有 意 地 培育 提高 学 
Е орев НК. 
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2 ЖЕКТЕ ГАИРИ ИНЕ ТУ ДЕЕ) РТЫ Ж 
的 基本 技能 。 读 者 必须 多 作 这 方面 的 练习 。 特 别 是 在 论证 问题 
了 时 增 育 进行 思路 分 析 的 学 习 方 法 是 非常 重要 的 ， 所 以 书 中 常 在 
证 明 问 题 之 前 做 些 分 析 。 对 此 读者 应 注意 到 其 目的 不 具 在 士 使 
读者 更 能 主动 身 觉 地 去 理解 该 具体 问题 的 证 明 ， 尤 为 重要 的 是 
此 局 示 读 者 有 意 地 自我 培育 起 论证 问题 时 进行 思路 分 析 的 习 
惯 ， 从 而 提高 分 析 问 题解 决 问题 的 能 力 . 

3 ”对 和 集合 甘 数 部 分 的 学 习 ， 应 注意 论证 两 集合 对 等 技能 
的 训练 、 夫 方法 菇 本 可 分 三 种 : 一 是 和 依 对 等 定义 直接 构造 两 集 
闻 双 射 的 直接 证 法 :二 是 站 于 对 等 其 传递 性 而 采取 坷 接 证 法 . 
ШШ A~C, 已 知 4 一 B， 此 时 上 内 须 证 8~ GC， 当然 这 是 在 证 
ВУСА САЕН ИН: 三 是 应用 和 有 
关 定 理 来 断定 集合 的 基数 ， 

特别 值得 注意 的 是 :无轨 集 与 有 跟 集 就 基数 角度 来 说 ， 是 
有 本 质 区 器 的 ， 庞 限 集 在 这 方面 的 性 质 往往 与 我 们 的 直观 习 悍 
ЖЕФ, ТЕАИ ТЕ ВЈ, ТАЕ Ар, ЛЭ 
ТЕЛЕН А P H Fi ЛЕНА КАТЕЛ ЕНУ, 


补充 饮 题 
ti 1 E А„=|-1+4, 1-1}, п=1, 2 `" HH 
【4,= (= 1, D. 


证 明 Жс ШЕРНА, ( -1,1), АНЕ 
ms a }4„©(-1, 1). 


ит] 
мш 设 xE 1), Bl -1<х<1, MMA k 使 
$32 


-1 + 二 :<x<<1- 1, Bí! .e[- i+ 1, 1-1] = 4a TEH 


хЄ A,— U Ana 


例 2 AU (Г1з.)= Naus». 


证 法 一 сї В PCAUCDB), BI AC АЕ РЄ ГВ,, 
TEG p6e A wk p€ B, (аср), 从 而 p€ AU B, (aC D), Ж 
РЄ [|‹лив.), 


sD 


т=з RE) (AUB) 即 对 任意 аср EA 


РЄАЛЦВ,, ТАРСА 或 BEB (aED)， 从 而 PEAR 
PC B, Ё PEAU B). 
证 法 二 дса Ë РЕПСАЦВ), HEZ a € D, 使 
РЄ АЦВ. N AUB, 二 AU (NB), AN EAU (NB,). 
жәй W EAUCNB),， Bl Ae AE. РЕ ПВ, АЖ 
在 QiE D, E PEA E РЕВ, 好 AUB， РАЖ ре П 
(AUB). 
证 法 三 дсн 显然 对 任意 aED, EF 
AU(NB)EGAUD,. 
PEHKI 知 有 AU (Nn BCE n (AUB). 
2H REW БЕТТЕ p 8 ПИВО, fE b, é AU 
(NB). РАНИ LD 38 p, П СЛОВО, УНЫ, 
证 法 四 FE, HILAM, EES 
NCAUB)) = Ug#(AUB)= U(@# An 8. 
= ФАП СВ = FANF(NB) = (А (NB)) 
从 而 出 红 定 理 6 HH | 
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NCAUB) = AU B,) 

[5 设 《(-o0，co) 上 函数 /(х) 具有 如 下 的 特性 ， 对 
于 每 个 x 有 60>0 与 之 对 应 ， 关 |x- x csm, FOOR) 
Гбх) 的 函数 值 全 体 是 从 多 可 列 集 。 

证 明 因为 以 有 理 数 为 端点 的 所 有 于 区 间 组 成 的 集 Z 起 可 
列 的 ， 故 只 须 证 明 /(х) 的 函数 值 集 Y H Z 的 一 个 子 集 对 等， 

1° ШЕШ, ХМЕ— x,€ (- co, оо), 应 有 有 理 区 间 

Сб A ERRED Aa = (Crazy 使 
xC f, ZI, SS 0 x+ Ó) 
从 而 当 xC, 时 有 JOO 0х). Kx (- оо, оо), 所 
ERA ЯЙ р BJ. SB R Е, За 
M = (4, | =€ (— оо, соу} 
A MSZ, ШАНТАЖ, ЖМА, 
2° &Ү={ М (х)|хЄ6Є(—-со, оо) 
即 了 是 /(х› 的 但 域 ， 我 们 只 须 证 了 是 共和 多 可 列 集 。 JERK 
证 了 刁 订 的 一 个 子 集 对 等 的 方法 . 
显然 映射 p，Y 一 ?3g[Y 了 = МСМ, 
Дх) [>p (ху) = Z, 
EWI GEE, хех, 可 能 有 ГО) = /(х,)), 

车 0х) 6 (C (—со, соу), Па Я, 

车 РО) f(x) M| gC f(x ))=- 2, C M", ФСС) = 
2.6 M*, MA Aaina, Л, E 2. = Ze, TEH 
„ЄЛ 有 aee, (Ж Щх,Є Z, ODE (х„), 
从 而 76) =oD, SEE Гб) а(х) ЖУН, BN 2.8 
A.n 即 p 是 单 射 ， 

综 上 得 证 Ү-ззрГҮ = M*< M, WY Ажан, ` 

例 4 ЗАТ 的 证 明 。 
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证 明 ”只 须 让 4 与 自然 数 集 NN 的 一 子 集 对 等 。 罗 此 只 须 构 
造 一 个 
АЯН ф. 4— MCN, а|-—эф(ау=т 
1° Жаз, а CA (ЕНК, i=l, 2tak), 
ФЕ 
трче үрк кә, 
+ OMETE oee + 10% (1) 
Бам» m 对应， 
我 们 将 本 中 每 个 元 素 呈 都 令 按 上 述 方法 得 名 的 自然 数 由 与 
之 对 应 ， 则 全 体 这 样 的 mw 组 成 的 集合 是 处 的 子 集 ， 记 其 为 M, 
于 是 我 们 给 出 映射 
Фф, А——>М, a |— opla) =m 
М 的 作法 好 然 o 是 注射 。 
ТЮЕ АТ, З, EE 
а= аар оар аду АСА 
p(a) = т, pla = жт, ПИЕ асса, Ш мо, 
事实 上 ， 若 азса’, АЗА = EEE л, 
и ARAN 应 该 是 
10010010- 010-0 
的 形式 ， 其 中 1 М-Ж ЖА. Ве m ЩА = 7, 
县 因为 在 M mw 中 第 一 个 《从 右 到 左 ) 出 现 1 的 位 置 应 该 相 
W AAS л,+1=з»',+1, В лас, FARRA НИ 
置 又 得 
бун ЕНЕНЕ Л + 1 
HEA manh WA tacni WERE, MEEA з= 
Bo B= Ba ту=л се, ñ= ha KH axa PR. 故 当 ays 
4 时 ， 必 有 pla) = терт = pla), ФФШЕФДЕДЫ. 
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综 上 证 得 wp:.4- 一 > 凡是 双 射 ， 故 И-М, 

2° МЫМ, W M Su FL X Hil1°8L4-— M. АДА 
限 集 或 可 询 集 . 

例 5 设 E 是 # 元 素 集 ， 间 为 的 了 所 有 子 集 组 成 的 族 ， 则 


Бап, М = >". 


证 明 PLM SAI EE д,С, TARERE С. 45038 
Ж, cu Cid n ERR AMEER ТН 
1+С + Chr, + (= 2° 
FRAR = Ойт АЗУ, 4a = ORP E ЖЕЕ, 
HMRE— TERA леан, Беа), ШЕМА 
Жж, фла). 
6 $ АПА, =, В. ПВ, = ó, В 
Pa A->B, Pp, A —> B, 
BES MRF ESAE 1 FER 
Ф, A UAB UB, 
PAAS Ae В.В, Ф.Ф ХА, ДЕ 4, 一 4 到 
В. 5917 
Ж E АА, BEB, MAA BB 2 Ер 
ERF. Min: 
A= (2, 3, Р B,= (3, 4, "J 
A=B,=(1, 2, +з, я, eh 
Фи А——+В, л|-—>ф,(я)=л+}, 
Фи ABa, п|——эф,(л) = s, 
ше Ке, 81, 1А 
– 4,= {1}, В,-В={1, 2} 
4А,— 4А, В,—В, (ТЕНЕУ. 
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第 二 章 ”点 集 学 习 指 异 


本 章 讨论 的 点 集 理 论 ， 不 仅 是 以 后 学 习 测 度 理 论 和 新 积分 
理论 的 基础 ， 也 为 一 般 的 抽象 空间 的 研究 提供 了 具体 的 模型 . 
学 习 本 章 内 容 应 注意 以 下 几 点 : 

1 本 章 内 容 较 难 掌握 ， 主 要 是 由 于 基本 概念 较 多 ， 且 有 
些 概 念 (如 内 点 、 开 点 、 边 界 点 等 ) 相互 联系 ， 形 式 上 也 常 有 
类 似 之 处 ， 因 而 容易 混 消 ， 学 习 这 些 概 念 时 务 须 组 心 谨慎 ， 要 
准确 牢固 地 掌握 每 一 个 概念 的 实质 ， 学 习 时 可 与 类 似 概 念 对 昭 
者 进行 ， 以 利于 判别 概念 前 的 异同 点 。 

ЖЕП Ж НОЕ т АЖЕ OIRD ， 给 出 了 多 种 等 
价 〈 充 要 ) 条 件 ， 这 将 有 利于 理解 概念 本 贰 ， 特 别 是 在 讨论 某 
些 问 题 时 ， 如 能 恰当 地 选用 某 种 条 件 ， 常 常会 给 问题 的 解决 带 
来 方便 ， 所 以 对 等 价 条 件 必须 深刻 理解 ， 运 用 熟练 灵活 。 

2 本 章 定 理 亦 较 多 ， 对 定理 的 学 习 ， 起 码 开 和 弄 清 卉 谨 下 
述 三 点 ; 也 定理 的 已 知 条 件 和 要 证 的 绪论， 人 @ 定 理 证 明 的 方法 
和 推理 过 程 ; 时 定理 的 意义 和 作用 。 还 应 特 加 注意 论证 思路 和 
方法 ， 这 样 才能 遂 步 提高 分 析 解 决 数学 问题 的 基本 能 为. 

同 古 定理 ， 显 然 它 们 的 意义 和 作用 也 会 不 尽 相 同 。 本 章 中 
$3 的 定理 1 一 4 都 十 分 重要 , 在 今后 的 学 习 中 常 有 应 用 。 定理 3 
( 紧 致 性 定理 ) ， 定 理 7《 踊 离 性 定理 ) ЖУ] Z| T К” 空间 
的 两 个 重要 人 性质， 前 者 与 连续 函数 的 性 质 紧密 相关 ， 这 是 我 
ПЖ ЖИЛЕ ЙТ Р Н ВЕЕ ЛЕЛЕР; 我 们 已 知 R" 中 单 
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点 集 是 财 集 ， 故 定理 7 的 特殊 情形 是 R° 中 不 同 两 点 能 够 用 两 
个 不 机 交 的 开 集 分 离 ， 了 该 性 质 次 证 了 R" 中 收 化 成 列 极 限 唯 一 
这 一 事实 。 另 外 定理 7 的 条 件 尚 可 减弱 , 参见 补充 例题 中 的 例 4, 
对 定理 条 件 的 探讨 是 学 习 定 理 的 进一步 要 求 ， 如 能 经 常 注意 定 
理 条 件 的 讨论 ， 会 逐步 培养 自己 学 习 过 程 中 的 创造 能 力 ， 是 大 
有 益处 的 。 

对 定理 闻 的 地 位 关系 也 应 注意 ， 有 些 定理 日 身 并 非 具 有 狼 
立 的 重要 性 ， 它 们 往往 只 是 为 某 一 重要 定理 作 准 备 《〈 这 样 的 定 
理 也 常 称 作 引 理 ) ， 如 33 定理 5 与 定理 6 就 是 为 定理 7 PEE 
B MAER 与 定理 ? 是 为 定理 3 作 准 备 的， 而 定理 4 NE 
为 定理 5 作 准 备 的 。 学 习 时 应 注意 每 个 定理 所 处 的 地 位 与 它们 
之 闻 的 相互 联系 ， 这 样 既 可 使 学 习 的 内 容 系 统 化 ， 从 而 便于 理 
解 和 掌 气 重 点 ， 也 可 避免 机 类 一 片 、 食 而 不 化 的 现象 ， 

5 ”本章 内 容 还 应 提出 的 一 点 是 康 托 集 的 例子 。 切 所 务必 
不 要 “小 看 ”这 个 例子 .此 例 在 许多 问题 的 讨论 中 ， 起 着 很 大 
的 作用 ， 四 为 它 有 着 许多 “奇怪 ”的 性 质 是 直观 想象 所 难以 理 
解 的 。 由 此 也 可 看 出 在 推理 过 程 中 ， 切 已 直 现 想象 地 轻率 地 作 
出 结论 ， 这 样 很 容易 导致 错误 ， 


жя М 


例 1 #Еск”,Д] pEE 的 充 要 条 件 为 064 SE5DD Ы 
E 相交， 
证 明 必要 性 ”由 包 知 ,PEB=BUE', 故 pEER pEE' 
车 РСЕ, 则 显然 的 任 一 邻 域 必 都 与 相交 ， 车 EE', НЕ 
点 的 定义 知 ，p RERIG E Ж. 
充分 性 BA 8 的 任 一 邻 域 与 EE 相交 ， 故 对 任 一 自然 数 s 
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ed, =, 则 ENNG, б„) Ф, 2 # € En МСУ, дь) (# = 


L, 2, +), 从 而 得 到 三 中 点 列 {pah ИХ Prp Goo), 
TUAE 1], MALERS HL РЄ E! HA Р.А 
тди, БИ E)E. 综 上 可 知 PE EU E' = Е, 
2 ЛОШЕ ЕА ЙК, ЈР ЛИ 3Ka, 
{х Рх) гау Е, m (x | Госа). 
证 明 1” 往 证 tx | ә) сау. kx {х| f(x) >а), 
H) С) >а, 由 fO) 的 连续 性 知 ， 存 在 6>>0， 当 | х-к. [< 
д, ixen- х +В, A х) >а, 从 而 有 
N(xe ду= (x = Â, x+ C | Рх) рау 
хо (x 7С) 盖 人 的 内 点 。 由 x 的 任意 性 得 证 (xl ЛОО > ау 
EF H. 
2° 往 证 {x | aa EAE, 
В x, 是 (< | С) сеа) URA, Щ Si E3, (x | 
Jeza) 中 有 互 蜡 点 到 (xe) 使 
Хах, (F000) 
显然 有 
Гбх.) 22а (в=1, 2, +) (1) 
因 JOE, 34 хх, bh, В Ух) РО), TEARC) 
有 Ј(х,) >а, 从 而 х,Є{х | }6\х);>4}, IE (s| fx) ay 是 
ШЖ. 
з EAMH МО, ó) EHNE, БМО, д) 的 闭 包 
Мор, д) = (| еф, pd) 
证 明 ”由 82 例 4 可 知 Мр, д) ЖУ; 今 证 
Мер, у= (р рф", p<) 
ESE АСМ, = Мф, U N, д), ШЙ 
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AENG, д) s AC (N (@, Ó)3', 

E RENG) Ш о(р, 2) 0, Ж Ср 10, <ó 

# ССМ (р, ôI, ВІ p N (A, O) ВЯЛА, ААЛ №, 
Ò PATI APH р. рор o-oo), 
因 对 每 个 m {Ңң 

Pipe Р) 

ТШЕН ОЕ, x] ESE 3851 8 36 22 ER (зоо), 则 得 
оф» DES, BH pE] plp', DE’, 

тә E AEL] обр, р) 0), W обр, 2) 9, BU 
Plu Р)<д pk olhe р) =0, 

车 Pe ф)<8, Ш AENG, 8) СМС, о); 

F on р) =ó, 显然 BENG, ЛЕМ, д). 

1 设 F, F, 是 R" 中 闭 集 ， 且 FNF: =o, WEER 
集 G,，G,， 使 

F&G, Е,сС, H G, nG.= ó 

证 明 分 下 面 三 步 进行 证 明 ， 

1° 对 任意 РЕР, 有 op F520 。 事 实 上 ， 假 若 有 
е» їй оф, F, =0, BR Р, ХР, Д, WEF, 是 闭 
Ж, МО ALEF У PAF AF. ШЖ, HER YE Р, 
则 有 p(ç, Руус>0, 


2° HRT PEF, U= oG, F) 为 半径 做 点 的 


邻 域 МФ, ó), $ G, = NG, 00, ЕЖ, G, 是 开 集 且 


aF, 


GIF 同 理 ， 对 每 个 9€ Fw 以 61= ос ЕР, BA 
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4 的 邻 域 NCg,6), FC| }М G, d), W G, EFRR 


# Fx 


GF, 

3° 往 证 GNG. iG, С,еф. WEE EG E 
РСС. НС, ЧС, ЖИВЕ, А РЄЕ, (ЄР, AENG, 
8), H AENG, б), РАНЕН ЯН 

0002) <6 = рф, Р), оф, 0 <, = pG, Р) 
从 而 有 


бф, DEPP b + оь, DLE, F) + (д, FYL) 
注意 到 

n (P, F.)= p (0, 7), p (g, F) = p(g, p) 
E 

оф, D 22004, F) +plg, FY) (2) 


A (1》 与 式 (2)》 了 矛盾 ， 因 此 必 有 СПС, =, 

此 人 悄 表 明 隔 离 性 定理 的 条 和 任 可 减 顷 ， 即 可 推广 于 无 界 的 情 
形 。 

例 5 А,В ЕБЛЯ 《不 一 定 有 界 ) ， 试 作 在 实 
直线 有 上 连续 函数 OORE: 0< /(xz)=w=1HB xE ARI f(x) 
= 0; Xix ВВ}, (ху = 1, 

解 ” 记 р(х, АВИ АЩ, р(х, 4);>0Н% 
57 НС АР. Ер 


fx) = PiX, A) 


р(х, А) + pix, В) хЄ(- оо, e°) 


1° 往 证 plx, И) +рбх, BY2>0, MM f(x) ДЖУ, Ж 
际 .上 ， 和 着 不然 和 Dp (x, А) + р(х, В) = 0, ВТЕ аб 14) = 
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Pix, B)= 0, LAHA В 为 闭 集 可 敌 xEANB 。 这 与 假设 
АПВ = Фа. 

2° ФЕ р(х, А) хаа. ЭЕ, HERA 
(ху. Ау | х,-х|+р(х, А) № plx, А) | хх |+ оС. 
А); 所 以 

| р(х, Ау-р(х„ А) | <|] хх | 

ZREN обох, ух ЕРАК, 

3° ВЕН COOR обоз А) + обх, В) 为 非 零 连 
ЖЖ, ЛА /(x)225 0 ЗК. Сх р E ЗЕК Н E E 
显然 的 。 办 为 当 x€ ЛАМ, р(х, А) = 0, W 0) = 0: mä 
x€ B f, olx, B)=0, W /(ху=1. 

例 8 M OD БЕХ ЕЙ, 它 在 任 一 有 理 点 不 连 
续 ， 世 和 企 任 一 无 理 点 连续 。 

Е BFO DESRATA, Sk uji Q = (r, rs 


у тусе} W yc 为 一 收 敏 正 项 级 数 . 


对 任意 x EL0，13， ELEA 
fo = У С. 


其 中 和 式 是 对 СВК ЖСК ЯШ, MUJ Сх 3080,17 E #. 
ШНЕК, Зам, НЕК O n) 
FR) = Ce | 
事实 上 ， ТАКЕ PIET 
ff = У C,>0 
N< rus 


所 以 f Oy ВЕ, 
842 


Ф Ну={т,| хелу), ухи, im ,y= 由 


所 以 fOe 0y = РО), MEIE РО 0) = (хә), 所 以 OOE 
无 理 点 连续 ， 
当 x 汶 有 理 点 + 时 ， #limB,, = {fr 所 以 /(х +0) — /(х» 


=С„ 且 此 时 类 似 亦 可 证 /(х—0) = 了 (Xx) (x =r,j), 从 而 
FTD -JOP = C0 
w x) 在 有 理 点 不 连续 . 
综 上 得 证 Co MARR 


第 三 章 ” 勒 册 格 测度 学 习 指 号 


本 章 主 要 是 讨论 В" 中 点 集 的 测度 ， 它 是 建立 新 积分 理论 
的 基础 ， 学 习 本 章 内 容 应 注意 以 下 几 点 。 | 

1 对 R" 中 一 般 点 集 的 可 测 性 及 测度 的 定义 是 通过 下 述 
步骤 完成 的 。 第 一 ， 简 要 介绍 了 R 中 的 有 办 点 集 的 测度 概念 
的 形成 ， 给 读者 以 具体 的 实感 。 第 二 ， 给 出 了 R 中 -- 般 点 集 
的 外 调度 和 内 测度 的 概念 。 第 三 ， 对 К" рр Е, R 
要 mr 已 = maB， 就 称 E 是 可 测 的 ， 其 值 称 为 B 的 测度 。 第 四 ， 
Re 中 任意 点 集 的 可 油性 及 测度 是 通过 把 它 分 解 为 有 界 可 测 集 
来 完成 的 。 同 时 也 直接 给 出 了 一 般 点 和 集 可 测 的 定义 ， 如 82 定 理 
1 。 在 本 章 的 一 些 概念 中 外 测度 和 可 测 集 两 概念 尤为 重要 ， 特 
别 是 对 可 测 集 的 各 种 充 要 条 件 (等 价 形式 ) ， 读 者 一 定 四 熟练 
的 掌 据 ， 议 便 灵 活 的 运用 ， 

2 ”外 测度 的 基本 性 质 与 可 测 集 的 运算 性 质 的 讨论 也 是 本 
章 的 主要 内 容 。 在 可 测 集 的 运算 性 质 中 尤 以 完全 可 如 性 ($3 定 
理 8 》 和 单调 可 测 集 列 的 极限 集 的 测度 与 测度 的 极限 的 结果 
(83 定理 10 和 11) 更 为 重要 ， 它 们 在 以 后 的 学 习 中 将 起 着 重要 
的 作用 ， 

另外 ， 或 注意 ， 对 于 测度 大 于 零 的 可 测 集 必 存 在 不 可 济 的 
真子 集 ， 所 以 两 个 可 测 集 的 并 集 盟 然 可 测 ， 但 其 道 不 真 。 即 当 
把 一 个 训 测 集 随便 分 解 为 两 个 子 集 的 并 时 ， 这 样 的 子 集 未 必 者 
DELF 
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还 要 注意 ， 有 界 可 测 集 的 测度 必 有 眼 ， 但 测度 有 限 的 可 测 
集 未 必 有 界 的 事实 。 特 别 是 在 作 两 个 集 的 外 测度 (或 测度 ) 的 
差 运 算 时 ， 要 注意 必须 要 求 至 少 有 一 个 集 的 外 测度 (或 测度 ) 
有 限时 运算 才 有 音义 ， 

5 ”关于 可 测 集 族 与 可 测 集 的 构造 是 本 人 童 的 又 一 重要 内 
容 、， 通 过 一 系列 的 讨论 得 到 ， 蔓 贝 格 可 测 集 族 为 波 雷 尔 集 和 济 
度 为 零 的 集 的 全 体 所 构成 的 集 族 ， 在 这 个 集 族 中 的 任何 催 个 集 
的 并 集 仍然 属于 该 集 族 ， 所 以 通常 称 它 为 “可 加 ” 集 族 。33 定 
理 5、6,8,9 及 推论 5 刻 划 了 可 测 集 的 构造 , 读者 应 深入 体会 之 ， 

4 ”在 基本 技能 和 论证 方法 方面 ， 首 先 要 熟练 的 掌握 利用 
可 测 集 的 定义 与 等 价 条 件 判别 一 个 集合 是 可 测 的 方法 ， 其 次 要 
善于 运用 可 测 集 的 一 些 性 质 去 证 明 问题 。 由 于 任意 集 的 外 测度 
和 可 测 集 的 测度 都 是 一 个 非 负 的 实数 〈 有 时 会 出 现 +eo) ， 所 
以 本 章 许多 问题 的 讨论 和 定理 的 证 明 最 终 都 归结 为 往 证 两 个 实 
数 的 相等 。 这 是 值得 注意 的 方法 . 

5 入 积 空间 的 测度 是 比较 复杂 且 难 于 掌握 的 问题 。 本 节 
的 一 些 内 容 主要 是 为 后 面 的 应 用 作 准 备 的 ， 在 第 五 章 富 比 尼 定 
理 之 前 还 要 进一步 加 以 讨论 ， 读 者 通过 后 面 的 学 习 将 会 逐步 地 
深入 理解 与 掌握 它们 ， 此 处 可 不 必 急 于 求 成 


хя А 


例 1 任意 点 集 己 的 外 测度 等 于 包含 它 的 开 集 刀 的 外 测度 


ATAR. БП 
т*Е = inf {тС 


ШЕН 1” 因 对 包含 三 的 任意 开 集 5 Еби Есине, ИҢ 
m*E<inf (m*G) 
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2° 设 形 长 方 体 列 {Is}， 和 使 ( JL E, mU I, 基 并 集 ， 
Н 


Ч UL с̧ән 


И G JEE, РА? 


综 上 得 证 
m*E = inf {т* бу, 


2 设 了 可 测 ， 三 :是 任意 点 集 ， 则 
жЕ UED +т*(Б,П E,) = нЕ + m* E, 
证 明 车 mE, жЕ, АР у зоо, MERER 
EM. 
现 设 mE, < +оо, m*E,< + eo。 几 号 的 可 测 性 ， 则 于 任意 
Т, Н 
m*T = m*(T QED + т*(Т Q @ B.) (1) 
$ Т-Е,ЏЕ, 并 代入 式 (1) 得 | 
m* (E, U Ep = т* (EU Ep ПЕ + m*€(E,U E, n PED 


=m*E (Е, П FED (2) 
т*Б,=т* (E, ПЕ) +rm* (Б,Гу е E) (3) 
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结合 式 (3) 及 式 (3) ， 且 注意 到 w*E = mE,, 得 
mt (E UED 十 m*(E ПЕ) = жЕ, + m*E,, 
例 3 Е.Е А], 


ESES "C E, PET) 


m*( lim E.y = lim m*E, 


W 5 


证 法 一 令 B=limE, = jE。， 则 于 任何 自然 数 >， 都 有 


а ={ 


ESE,, W 

m*E >m" Е. (п=1, 2, =) 
xH En DEn mE* ,2m*E, ШЕ lim жЕ, 健在 《可 
RBA +o ， 从 而 有 

m*E lim т*Н„ 


Bp 
m* (lim Ep zlim m*E, (1) 


т — 


男 一 方面 ， 册 例 1 知 ， 于 任意 的 e2>0 和 每 个 #， 剖 有 开 集 
G, ,= Ep 使 


mG, тЖЕ, +ë (2) 


A А'®= [ YG; 则 4 为 可 测 增 加 集 列 , AGDA” ЭБ, 


É 

mt mt At (39) 
由 式 (2) 和 (3) 4, HENS, ER 

т* А9 <т*Б„+а 
1 


847 


lim m* 4" < him m*B + < 


А -+i f 下 


Ií 220 的 任意 性 ， 呆 有 
Пт m* 49 lim #*E, (4) 


m 2 


国 为 4 " 古 可 测 增 加 集 列 ， 则 由 人 定理 切 知 


== 


ж (UJ До) \ = т (tim Ач?) = limm* A™ 


АҢ "ЭЕ, MALJA” (ЈЕ, # 


m* (U E,)<m* (U Am ) =lim pt Atm (59) 
HA (4) #1 (5) 得 

m* (UJ E,)<lim mEn 
Ep 

m* (lim Ep «іт m*E, | (6) 
于 是 由 式 (1) # (6) 18195 

m* (lim Ep) = біт m*E;, 

证 法 二 ”由 从 定理 5 知 ， ЧЕТЕ. ЯС СӘ En 

f mG,= меБ,, MER 

GEG, G S G,=... 
(这 是 可 以 办 到 的 ! ) = 

G = lim Gar E = lim Es, 
则 显然 有 CZE, BCT W. KE 

nn 
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于 是 ， 对 集 列 {4c} 应 用 8$3 定 理 10， 便 得 


m* (їп Е) = m*E=< mG =limmG,=lim #*En, 


H >m 


Ер 
m*(lim Ep glim m*E, (7) 


H-A M, 显然 有 ES E= lim B, Ё 


я = 
m*E < m*(Hm Б„) 


从 而 有 
lim m*E æ< m* (im E) (8) 


қ — ч 


由 式 (7) 和 (8) Я, 
m*imE p = lim т*Е„, 

а АЕ, E ЖАТЫК, Н mE 
>0. 

E RHEU, Phi P 3REE, ШЕЕ Еру 2 
ËP. 

1° #100, ФИНН E КЭРТ, 
记 为 1。 余下 的 两 个 闭 区 间 记 为 2, Ду, 

2° ERRA”, ду 的 以 其 中 点 为 中 心 ， 长 为 十 的 两 个 
开 区 间 分 别 去 掉 ， 记 为 L”, Lo 。 余 下 的 四 个 闭 区 间 分 别 记 
为 21,0, A, A”, A 

3° 这 种 手续 继续 下 去 ， 我 们 得 到 一 个 点 集 B= 80, 10 - 


U UL”. 显然 也 是 可 测 集 ， 且 不 含有 任何 区 间 。 但 是 


ГЕ! 1al 
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7 


„8-1 -i =° 
m (U Ju” \=У тЇ" = У E 
=! 1 "=1 


圭一 上 i= 


БЫ a 


故 有 е 


mE = m(0, 12 -*[U г» ] =1- 到 = 去 >0， 
例 5 Ж тЕ = 1, В, Ep e, Е. ЕҢ ва ШЖ, 
BmE + жЕ, +++ +mE, >n 1, H 
т (П)>о. 
证 明 加 为 和 EE;- EN (Ne) = EN e(e(NEN 
= Е e(U Z E.) 


СЕ - (жЕ, (gE 是 E; 关 于 E 的 补 ) 


fal 


所 以 


E = (MN)u(U ёВ,) | 


Га i=} 


в-а) + m (Ú ен) 


int 


[4 
n ([E)-nE-n(( ев, =3- n (U eE) (a) 
У E=E,U FE, G=1, 2, "у 8, ЯТЫ 


&60 


mE = Б, mig Бү) 
Нр 
по Б) = нЕ -тЕ, = — mE; (1 
由 式 (1) 844 


| е Бур (FE) = Ў (1 — =Ë) 
т (UJ е8)» У 


Ёк= 1 
i 三 | 


- n- YB, (2) 


ia] 


YE a 1, WEN (2) 知 


+=] 


m (U #E,)<1 (3) 


比较 式 G) 与 (4a ) 僵 有 有 


т (Па)>е. 


іш ' 


ЖЩ ”可 测 函 数学 习 指 导 


为 了 以 后 建立 新 积分 理论 的 需要 ， 本 童 引 进 一 个 新 的 应 数 
类 一 -可 测 衣 数 类 ， 为 此 ， 先 给 出 一 般 点 集 上 函数 的 某 些 概念 
和 性 质 ， 并 在 此 基础 上 讨论 了 可 测 集 上 的 可 测 函 数 问题 . 

在 学 习 本 章 时 ， 应 注意 以 下 几 点 : 

1 РТВ 

BT EI B Дуе A PARR: А-У АЕ T PS 32% 
( 它 是 一 列 非 负 、 简 单 、 不 减 画 数 的 极限 ) ， 第 二 步 是 对 一 般 
函数 〈 它 是 两 个 非 负 可 测 函数 的 代数 和 )》 。 非 负 可 测 函 数 的 儿 
何 意 义 用 下 方 图 形 来 说 明 ， 对 一 般 可 测 函 数 给 出 丁 一 些 充 要 条 
件 ， 这 些 条 件 都 是 判断 函数 可 测 的 有 力 工 具 ， 应 该 牢固 芍 练 地 
掌握 和 应 用 它们 . 

2 ”可 测 聊 数 的 基本 运算 件 质 

可 测 函 数 关 于 加 、 减 、 情 、 除 四 则 运算 (当然 ， 关 于 除法 
运算 要 求 除 钞 数 几 乎 处 处 不 为 零 ) 和 极限 运算 都 是 封闭 的 ， 可 
油 函 数 的 上 、 下 确 界 范 数 ， 上 、 正 极 四 盘 数 还 是 可 测 的 。 所 有 
这 些 性 质 反 映 了 可 测 函数 运算 性 质 是 比较 好 的 ， 是 方便 的 。 于 
是 在 可 测 函 数 类 中 ， 通 过 代数 四 则 运算 和 极限 运算 之 后 ， 不 会 
出 现 可 调 荔 数 类 之 外 的 新 函数 ， 即 可 测 函 数 类 对 上 述 运算 构成 
了 一 个 封闭 系统 ， 

5 ”可 测 函 数 的 构造 

我 们 以 熟知 的 一 些 函数 来 认识 可 测 落 数 ， 其 实 一 般 常 见 的 
85% 


EREA ДЕН Sk, MA, тШ БОЕ. 
MAKR ERZ, TLS ДЕШИН ҮГИ ЫЫ ЖЕ ПЕ) 
的 密 团 关系 。 通 过 这 个 定理 常常 能 把 有 关 一 般 可 测 函 数 的 问题 
转化 成 关于 连续 函数 的 讨论 ， 从 而 使 问题 得 到 简化 ， 它 表 衣 可 
йй Жз ЖЕЕ ЖОЕТ. 

4 тЫ ЖПК 

关于 可 测 函 数列 的 收 化 性 是 一 个 十 分 重要 的 问题 。 这 里 给 
H T ЛЕ ЕЕЕ ИЛИК ЛЕС ЖЕЕ. ЛЫШЫ Y 
пы ЖОЛЛАРЫ ву орсо. р 6. ЖАТ 
Ж, рро КУВА АА Ва “ЖЯ” ARAE. 
Tfi— c Е | Bi ФЕ ЕЖЕ Н. ДЕТЕ 
我 们 ， 在 具有 有 限 测度 的 集合 E E, ЛОЗА h TT NEA 3⁄ 
列 必 是 依 测度 收 伍 的 ， 反 之 ， 并 不 成 立 。 但 黎 斯 定理 指出 :在 
测度 有 限 的 可 油 集 互 上 的 依 测度 收 伊 的 可 测 函 数列 必 有 子 列 为 
儿 乎 处 处 收敛 的 。 

5 ”关于 论证 方法 和 和 基本 技能 方面 值得 注意 的 几 个 问题 ， 
OLEMI 中 充分 性 证 明 的 构造 法 是 很 有 意思 的 ， 读 者 应 深入 
体会 ， 回 重金 定 更 证明 中 先 考 惠 简 单 画 数 然 后 再 往 一 般 的 可 测 
函数 过 渡 ， 这 种 由 特殊 到 一 般 的 论证 问题 的 方法 在 许多 场合 下 
是 行 之 有 效 的 ， 国 叶 果 洛 夫 定理 的 证 明 中 把 一 个 画 数列 的 不 收 
人 证 点 作成 一 个 集合 的 手法 是 富有 启发 性 的 ， 龟 判断 可 测 集 上 的 
函数 的 可 测 性 是 本 音 的 基本 技能 之 一 。 可 测 函 数 定义 的 多 种 等 
价 形式 是 判断 可 测 函 数 的 有 力 工 具 ， 应 能 熟练 的 运用 ， 


3 * $| Mí 


Т 上 的 函数 /(x) 在 点 x, 连续 的 要 充 条 件 是 对 任意 
收敛 于 xs 的 序列 (ss}j， 便 有 {7(xa) MEF fx， 
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证 明 必要 性 由 fOe) ax, EE: 对 于 FE 中 的 
ЕЖА, СРИ В хз} Т FO, 

已 知 х) Ех, ШЕЖЕ ER єс>0, 有 д0, 
当 x€ N (xo, ó) EN, ТРО) РО) |<e 成 立 。 由 于 序列 
Ax. НГ x。， 攻 可 找到 N， 使 得 对 于 了 所 有 的 s>N, xE 
N(x。，6) 门 互 。 从 而 , 对 于 所 有 的 n>N, 使 得 | fos) Го) | 
Le, ШЕЕ (fo) Yuk ЖТ РО), 

充分 性 BHATE p RERE (x) KAT x, EA 
EAD PERT ос), ТЕШЕ: fx) 在 x。 点 连续 ， 

ДШ ЖИА. 假设 /xy 在 % 点 不 连续 ， 即 存在 220, ЯШ 
Б 020,17 xC N(x, ONE, #18, 

| fO — f(x) [>e 


由 此 ,对 ё>0, Ж д„=1- (sl, 2, …) 在 点 x, 00 48 38 


М(х, 二) 内 可 以 取 到 点 x C E, 10118, 


й 


| Fox -ex (рое 
НУЛУ ВЕІ, 34 so х.х, HER 
7х.) — f(x | Z 
ЖН (Го RW Р fOe). ЖЕНЕР ЕЩ, # fO 
ТЕ дїк, DEE, 
#2 ВЕЛТИ, о) ВЕ БУ Ку, МЕТ 
(1) 对 任何 实数 a, {x | /(х);>®а} 都 是 可 测 集 ; 
(2) 对 任何 实数 a, (х | 70) >а) 都 是 可 测 集 ; 
《3 》 对 任何 实数 a, (x | ГО) <a) 都 是 可 测 集 ， 
(4) 对 任何 实数 mw {x 上 (wx) <a) 都 是 可 测 集 ， 
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(5) ЭЖТ{ЕЖ аЙ >а, {х | аас /(х) <В ЕЖ, 

ШЕВА D= EH ERa, E {х| РС) гау i$ Oh ul 
WR, РЕ а, {х | 09a) ВР, 

事实 上 ， 由 于 {x |] охуса} = (s| РО гар“ {x| Рб) = 
аў. НЕ {x | JO) = a} 是 否 可 测 ? 
而 


1! 


{х | fœ) =а) = NE |а (x) <a + L) 


= Г [tx F >а}\ {x fo) et 1 y 


该 {x | fO) =Q} 可 测 ， 从 而 对 任意 a, (feo >т} ар, 
(2) — (3) 车 对 任何 实数 a, 集 {x | Оо >а} YHT 
浏 集 ， 往 证 对 任何 实数 c，{kx Tx) саў ВЧ. 
事实 上 ， 
(<| f(x) ау EN (< | J >a} 
故 对 任意 实数 а, ixi о) онур, 
(3) — (4) 车 对 任意 实数 c, SE (x | f(x) Cay у nT Wl 
集 ， 往 证 对 任意 实数 a，{x 上 (x) Сауут. 
而 
(x | fG)<ay= (x Ро) саум (z |Р) so ` 
H 


боа) = а лода) 


-=N [tx [ft Sa falf ga- +) 


д. 


故 知 对 任意 实数 a，{x | f(x) <a) 必 为 可 测 集 。 
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(4) — (5) 车 对 任意 实数 Ж (х | /(х)<ау 可 测 ， 
往 证 对 于 任意 a 及 83>a，{x | a= х) <В} ИЕН Ж. 
事实 上 ， 由 


{x e= f(x В) = {x f (x<y2>a) N {x| fx) <В) 
= (EN {х| f(x) еу n (x| fe y< 8) 

得 到 对 任意 实数 e 及 有 >c， 必 有 {r | а< Кх) < Вур, 
(5)—( 1) EE Кан Вора, 3E(< | es f(x) < 0) 
可 测 ， 往 证 对 任意 实数 ca, (x | a) wu W, 事实 上 ,由 


(x [Оо ва) =|_}{х (а J (x) <a + a) 


r= | 


立即 推出 (x | ЛО гау Ж Жа yu WJ E . 
此 例 表 明 ， 其 中 的 每 个 条 件 都 可 以 作为 可 测 函 数 的 定义 。 
13 Оо) Е Бру К, pD 为 其 值 城 上 的 单 
йш, Ф/х) ЕЕ Барра. о 
证 明 不 妨 设 w(7) 是 不 减 的 ， 对 任意 实数 w, wO 
Á =iní( | pia} (1) 
车 ФЄ{у| фу) >а}, HI 
(x ФО apa = {х | eo ih 
# #Ф{у| o()2>a), MJ 
(x jp fD ка} = (| fGy>6y 
因为 Го) E прав, 从 而 上 述 二 等 式 右 端 和 缘 为 可 测 集 ， 
ЛУИ, Тане А, ФСО) ЖЕ. ЕН 
Ж. 
{14 试 举 例 说 明 当 mEË=oə 时 ， 叶 果 洛 夫 定 理 不 再 成 
Yr. . | 
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考虑 (0, oo) 上 的 函数 列 { f(x)》， 


1 хЄ(ш—1, л) 
Ах) =Í (я = 1, 2, s) 


0 xC- ») 
B (OJAT RRR, B /„(х)->0 (oo), 
但 车 给 定 a= 地， 则 对 每 个 f(x) 总 存在 测度 为 的 集 ， 


EHEER, KAR (ALC) 不 一 致 收 仇 于 0， 即 总 找 


不 出 满足 定理 结论 的 三, 使 得 在 EE, 上 评 数 列 { £. CG y) 能 一 致 
KAFO, 


例 5 TARE _ 上 几乎 处 处 有 限 的 函数 f(x),， 著 对 于 任 
Ж en0 ， 有 连续 函数 pie), E тїх | Fx) 了 P(x)}<e， 则 
УЕ Ката БК. 


证 明 只 顷 证 对 任意 实数 4，{x | f(x) >а) 此 为 可 测 集 . 
对 于 es = 二 ， 有 连续 函数 pa), R 


E, = {х | f(x) p, (x) 


出 已 知 

mEn = m(x| f(x) яра) < (1) 
< 

М={ GENE B N= ЕММ (2) 
i) 


mN = m (ES. М) = "( AÙ (ENE ) 


= “( N EN (EN E,) ) 


s=; 


-„Пе.) «тЕ,< 二。 
sl 


上 式 对 任意 * 成 立 ， 又 „№220, Мим =0, МУЗ, 
H (2) 知 E= MU N, 故 对 任意 实数 о, Ва С 
{х] fx) >а, x€ E) | 
={х| F) >a, xE MYU (s| fx) Sa, хс Му 


= | ЈО Оо) 2а, x EENE, U (<| f(x) >a, x€ М) 


故 对 任意 实数 а, Xx] Роган и, ДЛО) ЖЕ E 
的 可 测 函 数 ， 


例 6 PENKA, У.О) 一 之 f(x)，gCx) 是 几乎 处 处 
FRATRA, M f(x) д(х) 一 之 (x) р(х), 
lim т\х Доого —}(ху#(х)| 2с} = 0 
已 知 


(x | &(х)| = ee) = (е g(x) >N} 二 
у= 


тех ! р(х) | = ooy) = 0, 


没 Ru= (х ао) | >N) 则 《RN 是 单调 下 降 的 可 调集 
|, . 因 жЕ < eo, Ё 


0 =m{x |269 | = 
== (NE | ECOL SNY} )= lim mRy 
故 对 任意 a 站 0, FEN, 使 得 
Ёк = тх | aix) |> N < (1) 
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КУМ, °, HAN, EE saN Hj, # 


ft (х 
而 对 任意 0220, (x 
= {х 


OROI IES (2) 


Р.о gx) -f gG) Гро? 
| f(x) — Fox) | g(x) [>o)< {x | Go) -fe Го 2) U 


{х | &(х) |> N) 
于 是 


mix | f,(x) (м) РО) дО) (220) 


<2т{х | Р.о Ро ру} кх |8 G5 I>N) 


出 《1) 与 (2) ， 从 而 有 
Отба | /„(х) оо Ро д) [>oy<e 
(对 任意 2220, ясор). 
ЖШ. lim m(x | /00 86) О) gG |>о}=0, 


第 五 章 ” 勒 贝 格 积分 学 习 指 导 


本 章 的 中 心 内 容 是 建立 一 种 新 的 积分 -- 一 勒 贝 阁 积 分 理 
论 。 它 也 是 实 变 函数 论 要 研究 的 核心 问题 ， 

在 学 习 本 章 时 ， 应 注意 以 下 几 个 问题 . 

1 ЖИЛИНА. 

这 章 首先 引入 有 界 函 数 在 调度 杏 限 点 集 上 的 勒 贝 格 积分 ， 
这 是 全 章 的 基础 。 建 立 有 界 函 数 的 积分 ， 要 注意 钵 点 ， 一 是 莹 
曼 积 分 意义 下 的 积分 区 闻 ， 现 已 被 一 般 点 集 所 代替 ， 二 是 分 划 
的 小 区 间 长 度 ， 现 已 被 点 集 的 测度 所 代替， 

测度 有 眼 点 集 上 的 一 般 范 数 的 莉 贝 格 积分 是 还 过 两 步 完 成 
的 ，。 第 一 步 是 建立 一 般 非 负 函 数 的 积分 ;第 二 步 是 建立 一 般 函 
数 的 积分 。 它 是 通过 将 一 般 医 数 分 解 成 两 个 非 负 沙 数 的 代数 和 
的 办 法 来 完成 的 . 

至 于 一 般 函 数 f(x) 在 一 般 可 测 集 EE 上 的 积分 也 是 分 两 步 
建立 的 。 亦 是 先 考虑 非 负 函数 ， 再 过 渡 到 一 般 函 数 . 

2 勒 贝 格 积分 的 性 质 

(a) 勒 贝 焙 积分 是 一 种 绝对 收 全 的 积分 ， 即 f(x) 在 上 
ní 618 H 4225] f(x) ЕЕ КЕЯ (ОЕ Еу), Ç 
ЖН ЛИТЕ В УЕП. 

(b) 动员 格 积 分 具有 绝对 连续 性 。 设 ГО) 在 互 上 可 积 ， 
则 对 在意 的 >00 ， 存 在 д>0, W4 GE, H me<ó 时 ， 
有 
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| [fods <E 


O WARA: | 1/(x) lex = 0 的 充 要 条 件 是 
Јо) = 0 }.РРЕ, 

由 此 可 知 ， 著 ГО) 与 8(x) 几乎 处 处 相等 ， 则 它们 的 可 积 
性 与 积分 信 均 相同 ， 

(d) TRAKTU ERRANEN: 设 f(x) 是 
Са, БЕШИ, IHERN>0, (Ca 幻 LESE 
pix), {E 


j д0) — ф(х) dxe 


УАН Ж НИЧЕА ВЕ. ЧАТЕ, 
单调 性 等 等 在 此 不 装 述 ， 望 读者 自己 总 结 、 比 较 之 ， 

5 勒 贝 格 积分 序列 的 收 敏 性 

关于 积分 的 极限 定理 ， 是 本 章 的 重点 内 容 。 这 是 由 于 积分 
号 下 到 极限 、 逐 项 积分 无 论 在 积分 理论 上 还 是 在 实际 计算 上 ， 
吉 有 着 十 分 重 概 的 意义 ， 因 此 希望 读者 一 定 要 很 好 的 掌握 这 一 
部 分 的 肉 容 ， 特 别 是 下 述 的 几 个 重要 定理 ， 

(a) ЛЮ, 

(b) 勒 贝 格 逐 项 积分 定理 ; 

(c) ЖЕКЕ КУПЛИ БЕЯ, 

(d) 法 都 引 理 ， 

(e) 勒 贝 格 控 制 收敛 定 理 。 
其 中 勒 贝 格 控 制 收敛 定理 ， 勒 维 定理 和 法 都 引 理 咀 常 被 称 为 勘 
由 粹 积分 的 三 大 定理 。 它们 在 现代 数学 中 有 着 广泛 的 应 用 

通过 学 习 上 述 积 分 极限 定理 ， 读 者 不 难 发 现 ， 与 黎 曙 积分 
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的 极限 定理 相 比 较 得 知 ， 勒 员 格 积分 关于 极限 换 序 的 条 件 淡 大 
РАВАН, ЭХТЕ ЛЕ) И РЕ #Ї K ТЕЕ АУ АА 2 


-a 


4 驳 贝 格 积分 与 黎 学 积分 之 间 的 关系 。 
本 章 82 中 ， 已 给 出 了 [5e， 的 上 的 有 界 函 数 勒 贝 柑 积分 与 歼 
ЗАН. Ela, 名 上 的 有 界 函 数 f Go Е НААД 


а, В ө J (x) dx = wf Сх) dx, 


TRW. RRE TERAS B, 81031 
TAR.: (a,53 E# p 2325 Н St ЛЕРДЕ f(x) 在 
Са, РЕ ЛОРАК РЕ, W ERRE E МАШ 
曼 积 分 理论 目 基 是 得 不 出 来 的 ， 它 必须 借助 于 勒 贝 烙 积 分 理论 
Ж ВЕТ. 

值得 注意 的 是 ， 上 述 结 论 对 于 广义 获 曼 积分 六 不 成 立 。 而 
广义 黎 曙 积分 与 勒 员 格 积分 之 问 的 正确 关系 大 本 章 旨 6 习题 5 给 
出 的 ， 即 广义 黎 曙 可 积 函 数 成 为 勤 只 格 可 积 的 充 要 条 件 是 该 函 
ЖГ ЯЛЫ ГАН. 

5 ЖРВИ ` 

ВНУ T E — E ТН, 

(а) 应 用 积分 定义 ， 

(Б) 借助 积分 性 质 ; 

(с) 应 用 积分 极限 定理 ; 

(dy иЕе 
值得 注意 的 是 有 些 获 显 积 分 ， 反 而 需要 借助 于 和 风格 各 分 
来 计算 《 见 补 充 例题 6) ， 

6 二 重 积分 换 序 问题 
g ШАРАНА ВЕЛЕ E BES H Y 58 50 ЗЕРЕ. E 


382 


RE fO, ER ХК КИИНИН ИДУ ARKE. 
ДЕЧЕТ Ара А ЖОЕ. Вер РВЕ. ОҢ ЖЕШ ДОШ 
ОО Е SS Play LARA Bar. 

T 微分 与 积分 的 关系 

本 章 $8 用 测度 论 的 观点 研究 了 一 维 情 形 下 的 微分 与 积分 的 
关系 。 主要 结果 是 绝对 连续 函数 是 它 的 导数 的 不 定 积分 (或 一 
个 芽 数 为 绝对 连续 的 充 要 条 件 是 此 函数 法 足 牛 瑟 一 一 莱 布 尼 效 
公式 ) 。 由 于 绝对 连续 函数 是 有 界 姿 差 防 数 ， 而 有 界 变 六 函数 
KIRAKA GEW 单调 增加 函数 之 差 ， 所 以 本 音 这 部 分 由 
容 是 从 讨论 单调 函数 的 分 析 性 质 开 之 所 在 。 


补充 例题 
例 1 EH 
x? 1 ш _1 _ _ 
I|... 1-х | ndx Е Q фев) (ф7>-1) 


证 明 (0,1) Е, йуж 


b гє 

аута 1 

-x x x 
E= 


1 


而 且 ха, (fr=0，1，2，…) 是 (0, 1 上 的 非 负 可 测 函 数 ， 
于 是 由 勤 贝 格 逐 项 积分 证 理 得 


x? ,1 ` 1 
$} Jal, = f eroln Ld 
Í. 1-х ЫР х > пып х п х x 


=$ (R) fxev 一 dx 
= ' х 


Рът І +" ` 

-20 x + ) 

VETTS ал, оа +р+1 , 
„у 1 
р +n +1) 


-2 ТО 
例 2 证明 当 0<a<1 时 ， 
lim "A-Z ed = x" 1 
1- уа 34 x < g hj 


0 Щх >л] 
则 有 


хе! 当 0<x< 之 1 时 
Лоо | SF) = Í 

£ к>] 
RAF (хук (0, со) ЕАН, RH fx) re"! (s—=oo), IK WJ; 
贝 阁 控制 收 伍 定 理 


is у =f a лн 
= Г. xida 
+ 


例 3 Bf, DH |ә, |а Са, Бу 上 的 可 积 
函数 ， 又 有 常数 &， 使 


0-50 n Kh, ах, |00,8 
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则 
pj pas pas с 
证 明 ЖЇК ЛЕНИН ДОО РА АЧ SL H k, $ 
0) = | e, Dds M |1-1,|<д 
Д) 
+ 5) -го 


1 
# 


| es Hdx = lim 


1ү_ 
-lim аа к) esp ? ау 


пага JA 1 


由 于 函数 /(х, DH |Р |0, РРА, РИШ ПЕКЩ 
CORRE, RANEH (1) 式 右 端的 极限 与 积分 可 交换 顺 
Fo ПНА, ПОРЧУ Н ЛАН ЯО РАА 
到 这 一 上 自前 ， 

对 于 每 一 IE- +ó), ЖЫШ МО), 342 N G R, 


260-0, +9), ФЕ е> МО, 5 


(+) і) 
— 
fi 
(上 式 中 的 等 号 是 微分 中 值 定 理 ， 其 中 0<0<1) щам) 
于 ， (1) 式 右 端的 被 积 函 数列 一 致 站 界 ， 且 它们 是 Ca， 的 上 上 

的 可 调 范 数列 。 又 显然 ， 


= | AOL + 0.1) < 
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1 
Fixit )-/(х, B) 
Ў.б. p) = PEASANT Aai 
т 


TAHU UKA EBE, жа (1) AF 


1 
| £ * f(x, t) dx=lim[ ео 


Я 


1 
= (lin fierra фе» ax 
# 


- f Хх, n) dx 


4 {соу EE Буа, lim f,G2 = 
Го) b.pP E, 且 存 在 常数 KK， 使 
{еә х < K 
则 fx*) 在 B 上 可 积 . 
证 明 # E,= {x*| lim fals) =} (х), x€ Ey, PEELE, 
fal) | РО | (и->со), 
НАТАН 


|, одак |. lim Ё, бх) Гаа: 
”出 题 设 知 w(ENE)) = 0, W 
f Ir ldx = Q 
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B b! [Ireo dx= |, (ху | Zx K < + со 


PELC) | 在 EB 上 可 积 ， 从 而 f(x) 在 EB 上 上 可 积 ， 

作为 控制 收 艇 定理 的 一 个 应 用 ， 我 们 给 出 下 面 的 一 个 重 娶 
ж. 

例 5 Са, A Кїї Ей ГО БАНУ КЕЕ 
Fw 在 《as 六 上 几乎 处 处 连续 (HI (Хә ЕС, ё1 上 所 有 不 连 
К КАЕНДА АЈШЕ) . 

证 明 取 [a 乓 的 一 列 分 划 { 人 小: 

а= жу = 
Ër DS Dnro’ Я тах (хо хе) > 0, s= 1, 2, сз 
Вт, MEIR JOONE Сх, х. Б 
PL. RRF {p(x)} 和 人 tx) 7 如 下 ， 


т g xE (xk х!"к] 


Ф, (x) =f 

fla) х=а 
Р { хЄ (хх! кз smej 
nit} = 


fla) x=a 
HF D, D. ， 当 区 间 缩 小 时 ，. 上 确 界 不 增 ， 下 确 界 不 减 ， 
所 以 
A р (х) р 2>f (x) 
Ф.х) < ф,(х) < Sp (x)... = f(x) 
ia f CG) = Шт, (х): J Cy = limpat). Ti 
LOES < f Go) (1) 


HESCO ГОНЕ mina, TREIE, 的 
上 的 可 测 函 数 。 〈 兄 第 四 章 83 习 题 8 ) 。 
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因为 f(x) 在 Са, О УК, MAW A K, В | /(х) < K. 
于 是 可 知 Рр, (х) JSK, [ф(х СК, МАНЯ ЗАЈАК 
积分 定义 知 


“o 4 


(L) KZOD | ф;(х)@х 


K=t 发 一 上 


НІ 

— { t (з 

= > тС 7 xte 
K=! 


= f; (2) 
Н зон РИТЕ BIS dp АМЬ, TER E 
ШЕН GAARA ED Б (2) 式 得 


lims,; = lHim(L) |б) х 
Ë 
= (L.) | lim ф(х)4х 
= (L) | f Gods 
辣 悍 可 证 ， 达 布 大 和 收敛 于 СУ 
lim$,= аә], [оо 4х 
ИЩ; 
Sisi tL) | CF оо ~ f G034x (3) 


二 述 事 实 ， 对 [5e D L dri y Ps А РУ. 

下 面 我 们 来 证 明 便 题 的 结论 。 在 数学 分 析 中 熟知 有 界 泪 数 
Гк) Са, 站 上 笋 曼 可 积 的 充 要 条 忻 是 Sst (Овоо), Hi 
以 结合 (3) AEA G) 黎 曼 可 积 的 充 要 条 件 是 


аә | CF- оза =0 (4) 
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而 (4) RREMANA C -/(х) = 0 几乎 处 处 在 [ae， 
与 上 成 立 。 即 
f Oy = f (z) PAT Га, $) 
J. (1) AER 


f (x) =fex)y = f (x) Р.РР Ka, 5] (5) 


用 极限 论 的 知识 已 经 知道 Ax) 在 点 x 连 续 的 充 要 条 件 是 〈5 ) 
式 成 立 ， 从 而 我 们 得 到 : 

Са, 5) EARBA Го) WARBER JOO 在 
Са, 的 上 上 几乎 处 处 连续 。 

例 6 计算 50,1) ҺЕ 

1 җух=® (p, HERDER 
Е(х) = {9 g - 
0 Щщ < 8 ЖШН 
的 积分 值 . 

EO WK FEBS HSE БА RO PERTRA. m 
MR H 3232 yK yË Н Oh. ШЫЛ ЫЕ 
分 方法 来 求 ， 就 十 分 简便 了 ， 

FXE, $ А (х 1x 为 (0,1 中 的 有 理 数 }，B= lx] x 为 
(0, 4) 中 的 无 理 数 }。 于 是 由 .上古 结果 有 ; 


(R) |, R(x)dx = а], RG) 4х 
i LE 


= (1) | R(x)dx + (L) | Rx) dx 
ќ E 
Е тА = 0, й 


(L) | коо dx=0 


从 而 
1 
(В) [Rode = af К(х)йх = 0 
J Б 


例 7 ВЕЛ) Æ (o, ETR, WE f(x) 的 积分 
具有 绝对 连续 性 . 


证 明 因 f(x) 在 《~co，co) 上 可 积 ， 训 对 任意 的 正 整 数 
m JO) Æ Сел, D ЕЙ, 极限 limf [оо lax 存在 
自 有 限 ， 故 于 任意 的 ec>0， 存 在 正 整数 N， 使 


|... IGO |dx<e/3, |... Ро 1/3 (1) 


又 因为 As 在 有 限 区 间 С №, N) En, ЖЕН ГО) EAR 
测度 集 上 积分 前 绝对 连续 性 , 存在 > 人 0 Вчити д (ес С N, 
NDA 


| [Iæ [dx |<e/3 (2) 
Яе (– оо, оо) ЕЎ тео, ЖА 
| усак] aO] 


m> 


ЕУ fw) dx 
m, АГУ 


пї— 
+ |... CC 
БАЙЫН (1), (2) 15 


| [оох < ( о Mx | 
十 | ыы | OoOo ldx 


oan |70) jx 


命题 得 证 ， 


例 8 3 f(x) 在 00, o) 上 工 可 积 ， 且 一 致 连续 ， 则 
s70- 


lim Hx) = 0, 
证 明 用 反 证 法 ， Ж Рх) 720, ШЕЕ НЛ 5220, Ж 


BEANS AK, DERA x >N, (| Оа) | 之 ,基于 上 述 
原因 ， 我 们 能 找到 

x U А-9 00 
满足 | 

| Ох) Eo Хан Xi = 1,53, 

由 于 ГО) Е (0, 00) 上 一 臻 连续 ， 故 对 上 述 的 620, й 

有 д,>0, 4 | х" х |0,8, Ж 

| fo р) [< 8,72 


Ф 6= -min [ Š, +I, ЖГНЕ И EARR N es, д), 


ЭХ ТК, BHRR МО, д) 内 任意 
х Ж 

| — x, |<0, 
故 

Рб) Рх) 167 
于 是 

| fO) >С.) |- е2, —&/2 = 79 
总 之 ， 对 分 域 族 (N (x, ОНЕ — х 

РО?) [> a, /2 

Боч Гох) 00, оо) Бъ, 所 以 FE E (0, со) 


| | /(х) | 724) по |С) ах Р 
(а. =) 7 N(v v. 25 
=] 


$71 


0/2) .af N (x 8) = +оо 


这 与 |f(x) ДЕ (0, оо) БИШ. Р ИНТЕ. 
例 9 ж Е=(0, 1) x (0, 1) ЕХ 
1.1 шо, 338 E dh ДИ 5 BF 
ас ? 
0 当 (x， 轨 为 三 中 的 其 它 点 时 
其 中 Ze fy 分 别 为 х, J Ер 3 h y Er, 求 
{fe pdxdy 


解 ”因为 JO, 四 在 E 上 有 和 界 可 测 ， 所 以 fœ p W E 
IE S H. JE e BB 48 


| ze, Ddxdy=| dx („76 74 ( *) 


因为 对 性 意 固定 的 x, fO, ›) 关于 э {Е0@,1) ЕД РАБЛЕ EE 
续 ， 因 此 对 和 任意 固定 的 x， Jo PRT y ША, B. 


|, уі у “0 
于 是 


| dx | fe йу = Í. Ü dx =O 


从 而 由 ( * ) Š BB 49 


Jes э4хду=0 
例 10 KAJO 为 有 界 变 差 前 充 要 条 件 是 存在 增 函 数 
pix), tS, 
РО) — ГО) фб.) 一 De》 


证 明 Й ЛО) 为 有 界 变 差 函 数 ， 则 存在 两 个 非 负 增 大 涪 
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Wen ls), rod, 使 fO) = m(x) р(х), 
令 ф(ху=л(х), фб), Н “>x 有 
Дх) — f(x) = plx) ~ ф(х) ~ [r (x,) — n (x.)2 
| PN) — ф(х.) 
共 而 必要 人 性 担 证 ， 
充分 性 ， 令 л(х) =ф(х), (х) =ф(х) -fixy h AR. 
CORRA, HEA > A 
pixa — вк.) = ф(х.) ~ ф(х) — [ f (x,y — }(х,)1;#0 
ЙТ эх) ЗЕНА 8, W ЛОО) =x(x) Р(х), 从 而 
ХОЗ РУЛЕТ И 3 2236, Sk ЛО) АНЯ. 
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第 六 章 平方 可 积 函 数学 习 指 导 


本 章 记 讨论 的 ,空间 ， 实 际 上 是 泛 孟 分 析 基 础 知识 的 一 部 
分 ， 它 也 是 新 积分 ( 勒 幢 格 积 分 ) 的 直接 的 重要 应 用 。 比如 关 
于 上 :空间 完备 竹 的 黎 斯 一 一 费 希 尔 定理 ， 只 有 在 新 的 积分 理论 
之 下 才 可 能 成 立 ，L.: 空 间 无 论 在 理论 上 、 还 是 在 实际 上 都 是 具 
有 重要 意义 的 。 它 是 无 穷 维 空间 中 与 欧 压 空间 在 性 质 上 最 为 相 
似 指 一 个 空间 。 学 习 时 ， 要 与 欧 针 空间 的 性 质 相 对 照 ， 要 注意 
它们 之 间 的 相同 与 不 同 之 处 ， 这 样 会 有 助 于 对 新 概念 的 来 源 及 
本 质 的 了 解 。 在 本 章 的 学 习 中 ， 应 注意 和 掌握 以 下 几 个 问题 ， 

1 工 ,空间 接 如 下 距离 


p(f, 2) = {fer (х) — gC) ax] 


是 一 距离 空间 。 其 中 f, EL ， 这 里 是 把 几乎 处 处 相 获 的 函 
数 看 作 基 周一 元 素 。 如 孙 用 FERC, 2 上 所 有 平方 可 积 函 数 
作成 的 集合 ， 关 把 F 中 几乎 处 处 相等 的 函数 祝 为 等 价 的 ， 则 
本 撤 这 种 等 价 关 系 把 F 分 成 等 价 类 ， 使 得 同一 类 中 尾 意 两 个 
消 数 都 是 几乎 处 处 相等 的 ， 耐 属于 不 同类 的 沙 数 则 不 是 几乎 处 
处 相等 的 ， 因 此 ， LI, 中 的 元 案 实 际 上 就 是 等 价 类 ， 这 一 点 在 学 
习 时 应 当 特 别 注意 ， 

我 们 在 5. 中 引入 了 内 积 积 范 数 ， 正 因为 这 样 ， 才 使 得 它 具 
有 辣 欧 还 空间 类 的 的 许多 良好 性 质 。 在 证 明 工 ,是 距离 空间 时 ， 
我 们 介绍 了 两 个 重要 不 等 式 一 一 许 瓦 兹 不 等 式 和 加西 不 等 式 。 
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这 是 两 个 重要 的 不 等 式 ， 它 们 (特别 是 许 现 效 不 等 式 ) 在 许多 
场合 都 有 重要 的 应 用 . 

2 工 空 间 中 的 平均 收 化 ， 若 上 :中 的 元 素 列 {fs} 及 元 素 
f, W 


lim |, ЕЛ„-/И4х=0 
з, ШЖ ОЛО ЕНЕ f. 记 作 lim f.=f 。 这 是 一 个 新 


HESE S ETATER EAI PRHE e g hy E 
Ф. ЖЕЖ, РАНТА. ТЕГА р, 
特殊 声明 ， 指 的 都 是 平均 收 化 ,平均 收敛 在 微分 方程 、 概 Ж 
论 、 计 算数 学 等 许多 方面 都 有 凌 广 泛 的 应 用 。 要 注意 掌握 这 种 
收敛 的 定义 及 实质 所 在 。 我们 也 介绍 了 弹 收 敏 的 概念 ， 这 也 是 
泛 函 分 析 中 一 种 重要 的 收 伍 性 概念 ， 要 注意 掌握 平均 收 伍 、 弱 
ОЯСЫ E BE BE 1k ok 2 B) BJ Ж. 

š 工 ,空间 的 完备 性 ,可 分 性 和 非 属 部 列 紧 性 。 完 备 性 , 可 
分 性 和 非 户 部 列 紧 性 是 ,空间 的 基本 性 质 ， 其 中 完备 性 和 可 分 
性 是 同 欧 氏 空 间 类 似 的 ， 而 非 易 部 列 紧 性 则 是 它 同 欧 秋 空间 的 
重大 伏 别 ， 关 于 工 :空间 的 昆 斯 一 一 则 希 尔 定 理 是 一 个 异常 重要 
HER, LEE PFS EARNE EAER. LE 
HAERE, ЖЕРЕН УИ, ВЕРНЕЕ. 

4 了 工 :空间 中 的 坐标 系 问题 。 坐标 系 的 引进 对 研究 二 :空间 
的 性 质 是 至 关 重 要 的 。 学 习 时 , 妆 注 意 滞 滩 标 准 正 交 系 的 概念 ， 
标准 正 交 系 的 封闭 性 与 完全 性 以 及 它们 之 间 的 等 价 性 。 特别 
H, HARAR 

T E sinx .. ОО)ознх sinse ... 
' > on? Ax ' “m. 

是 工 :空间 中 一 个 完全 的 标准 正 交 系 。 本 章 34 中 介绍 的 两 个 公 趟 
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—— BN ЖЛ ФК З АИ ЗЕ ДЕШ ЖИТ ДА. ИЖ 
尔 不 等 式 是 说 ， 上 ;中 任 一 元 素 / ATE- REER Mt 


ЖЖ го = | f(x)px(x) dx 的 平方 和 作成 的 级 数 都 是 收 策 
Єў, ВП 


Уе lfl: 


£=] 


当 { 必 完全 时， 上 式 中 等 号 成 立 ， 即 


Уке LI 


这 就 是 巴 寨 瓦 尔 等 式 、 它 可 以 姥 作 欧 所 空间 中 勾 股 定理 在 项 尔 
伯 特 空间 中 的 推广 、 其 实 ， 标 准 正 交 系 是 完全 的 充 要 条 忻 是 对 
任意 7E 心 巴 塞 瓦尔 筹 式 成 立 。 这 就 给 出 了 一 个 标准 正 交 系 完 
全 性 的 判定 准则 ， 


补充 例题 


йт ИЛ f, € L,, TEHH 
\Л+АЙ А-А =a tA AMANS (1) 
证 明 只 要 把 范 数 用 内 积 来 表示 、 就 得 到 
|Л+Аї + -l= (Cf +f th) + А-А-А 
| =2(f, +E a f) 
=a CRAL t BA 
在 二 维 实 空间 中 ， 我 们 知道 ， 平 行 四 边 形 的 对 月 线 长 麻 平 
方 和 等 于 各 边 长 度 的 平方 和 和， 所 以 在 工 :中 ， 等 式 (1) 也 称 为 
平行 吗 边 形 公式 。 | 
#2 ”定义 在 Ca， 打上 所 有 连续 函数 组 戒 的 集合 ， 这 个 集 
合 记 为 cs， 的。 对 于 xfa， 执 中 任意 两 个 元 素 хб), 500 定 
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义 它们 的 距离 为 
plx, у) = max е) — (D | (2) 


证 明 еса, Ф ЕЕЕ ТА ZEAR TA REAR A. 
证 明 ”1° 先 证 Са, 28 БЇ, ЕЗЕК, ER А] H 
ЖЕ) Gi дн MAJ B: 
(Ü oix, y)220, р(х, y)=0 ШНА Ч х=»; 
(i) olx, 9) = обу x). 
ЕЕК Ci). ИО), ya, z (t) € Ka, 3, 
则 
| х@ у) в OREI FORSI OE 
<шах ес) — gt) {+ max [кб -y | 
= р(х, ж) + p(z, 7) 


A ox, Dhol, 5) 5 r iS НЗС, i 
р(х, у) = max |е) — y (t)| «р(х, хуноб, у) 


nf M= ААКУ, В, eCa, 53) REN (2) 确 为 中 
离 空 间 . 
2° ЖИЕ Со, HEZEA. ТЕШЕ сс, Р Е] 

Бонк, W {х„б)у усе Га, DREA TEHER, 
FEN, Em, >м, A 

PIX a Xa) = mag Іх 02) — nD e 
亦 即 当 m, я>, | xal xa |< С (a; 6) 一 致 地 
成 立 。 由 数学 分 析 中 连续 通 数 列 的 一 致 收 伍 性 定理 知 ， 存 在 
x (D C era, бё), AE 

(х„ хь) = max |х) — x (2) |-®0 (s—=co) 
ЖИЕ Са, #34 , 
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3° АЕ cca, ORTAN. 事实 上 ， 所 有 多 项 式 组 成 的 
集合 在 “Ca， 幻 中 是 稠 窗 的 ， 又 由 于 有 还 数 在 实数 中 的 稠密 性 
知 全 体 有 理 系 数 多 项 式 组 成 的 集合 在 所 有 多 项 式 组 成 的 集合 中 
秋 密 ， 而 全 体 有 还 系数 多 项 式 组 成 的 集合 是 可 数 的 ， 因 此 ， 
cra， 的 是 可 分 的 。 证 些 。 
B3 在 cca， 蚊 中 定义 如 下 距离 
ох, у) = | 1x0 -30 lat (3) 


xaJ, S бг а, ё), Wela, К} ИЕ (3) 是 一 距离 空间 ， 
但 不 完备 ， 


WEBA 1° 先 证 eLa, DREA (3) 是 一 距离 空间 。 其 
实 这 是 容易 验证 的 . 事实 上 ， 


G) обу у) = j x0) — (D| 420, 


рєх, = 1xG -y| d =0 当 且 仅 当 x(D- 


200 =0 $p F Ca, ё), ВО x (t) = y(Ë) pp: F Ka, 62 , 
Jt. Ёх = y, 


cii) olx, y) -=| FORSTO, idi 
- 150 -xD j= p(y, x), 
GD 再 取 rO Ceke 6), WA 


о (x, >= | 0) — yn | Z# 
<f CO 0 а убу Dd 


$ 
=| x0) -в@) | dra |'| s (D) — (0) |й 


= р(х, х) + polz, у), 
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从 而 证 得 eCa óJ 按 距 离 (3) EEK EL, 

2° 再 证 上 述 路 离 空 间 不 是 完备 的 。 为 此 ， 考 虑 c£0, 1]， 
E ,如 图 6 一 1 所 示 ， 不 难看 出 ， 《4% 按 距离 (3) EN 
НЯ, {ҮКА Т Со, НЕНА, ВЖ ЕЧИБ, 


tika [2, 这 | 上 的 特征 函数 ( 它 当然 不 在 е0, D) . 


1/4п Ii» 


例 4 Bm 是 有 界 数列 
x= (É, É, + Eg) 
组 成 的 集合 、 这 就 是 说 ， 对 每 一 x*， 都 有 一 个 常数 ko ААР 
元 |; | 对 所 有 的 i 都 成 立 ， 
É ох=44}, s={ € m, E x 
р(х, 5) =впр|#;—тн| (4) 


Mm RHEA (4 ) 是 一 距离 空间 ,但 不 基 训 分 的 . 
证 明 1° Emni- EARN. ЕЕН «0 与 
GD 是 明显 的 ， 即 i ' 
(1) р(х, y)Z20, р(х, y) = 02355 81034 х=» 
Gi) ох, y) =рСу, х), 
УЙ ТЕ ЖЕЛЕ В ЇЙ а ATEAN вя = Edem, 于 是 有 
|£ -ni 16120-6 I+] £; n | 


87% 


<sup| si~tiltsup| o, | 
= р(х, 2) + р(х, 3) 
因此 
Plx, P= sup] é= m |Sol, z) + ols, у) 
忒 印证 得 是 一 距离 空间 . 
2° Шм. ИВЕТ 
т = {201 Ë = 05817 
这 个 集合 的 基数 等 于 连续 基数 “， 固 而 是 不 可 数 的 。 任 取 x = 
{4}, >У={н}Єт!, хату, MH 
р(х, у) = выр &;-т1=1 
ERER ЕЛС НН ЛЕР 1, ЭХ}, 
ЗП В ми ГАЈ. 事实 上 ， 假 设 mw 是 可 分 的 ， 则 二 
中 存在 一 个 到 处 等 密 的 可 数 集合 ma， 以 mr 中 每 一 个 元 素 作 一 个 
以 部 为 半径 的 邻 域 ， 这 些 邻 域 的 全 体 构成 整个 空间 mm 的 一 个 开 
复 盖 。 琴 为 这 些 邻 域 是 一 个 可 数 集 会 ， 所 忆 至 少 在 其 中 一 个 邻 
域内 含有 上 述 不 可 数 集合 m' 中 两 个 不 同 的 元 素 x*，.)。 设 这 样 一 


ы 1 i 
ДАНА ОЕ» M xEN (хь 2), зх, +). 于 是 
L= р(х, у} р(х, x,) HOLY) < „1—2 


3 3 
这 显然 不 可 能 ， 从 而 证 上 明了 如 是 不 可 分 的 。 
05 设 рес) Гр Е, JELn au cp 


为 # 个 实数 ， 则 下 式 
en 
Н а= (ў, ó, =i. 2, "=, GRRE 


证 明 记 e = (7, óJ), ҢІ 
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(7 Унь DEE ¢-e;=0 (#=1,2,+ел) 


k= 


于 是 
f -Ferga 


号 ф; (j=l 2, те, Л) HX, МУ Ф; (7 = 1, 2, се, #) 
的 任意 线性 组 合 直 交 ， 夫 此 


РРА 
Хои | о-о | 
= | -Peg | X cr— ak |° 


ANARH а= (k= 1, 2, с, ©, dS ao, | 达到 


最 小 全 | / - узб, 


ВВ 设 4wx(x)} 是 一 完全 的 标准 正 交 系 。 车 《48x(x)} 是 
І. Б 


一 Š 
y (соо -pdx 


的 标准 正 变 系 ， 则 4 好 kx) 世 是 完全 的 ， 

证 明 为 证 {$x(x)} 是 完全 的 ， 只 需 证 有 明 ， 与 所 有 ó, 都 正 
交 的 沙 数 必 是 零 函 数 。 期 设 pPEL,， Н(ф,ф) =0 (&=1, 2, 
+), ЖШ ф=0, 
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由 于 
Cpr WE) = (Fs PRY + (р, Wh фа) = (Q, PE фа) 
THT 
| ipw) F =] (е, жа фа) F< el we фк || 


Ў (so < l el У жае 
k=1 


£=! 


$i @=c0, W 1 1220, ШШ 


а= 


Ў o F< lel Aie- el? 
=I =! 


чау 


$ 
= plt | Соко -pdx 


<l ç ||: 
і) Ж, Muti Ep], HEE 


ipl? =Ñ (e, >) F 


此 二 1 


于 是 


[o |: = У (o, wo Ë< ПФ 


=) 


ЖЖ , ИШ %#йр=0, EMER opea WJ. 


lim | f(x)cosnxdx=0 
证 明 由 $5 定理 4 3. SAARA 


F 1 Созу Sin x 


Cosax sitax 


Уш Мт! Ул” "Гуя ' ут ' 
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ELL- л, л 中 完全 标准 正 交 系 。 由 贝 塞 尔 不 等 式 知 ， 对 任 一 
标准 正 交 系 {gk} ， 有 


Ў ро < || f: 


可 见 了 关于 标准 正 交 系 0 的 付 立 叶 系 数 的 一 般 项 收 W T 
零 。 把 这 一 事实 应 用 于 三 角 函 数 系 ， 便 得 


lim | f(x) cosnxdx = 0 
完 金 类 似 地 还 可 以 证 明 
lim f fO sinmxdx = 0 


АЙТУ, AR coss} {вїлях}{Е Ll- z, лоф 
BRATO. 
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1 (1) EZ 显然 对 每 个 4) = (0, #) (т=1, 2, ++)» 


HA 4,©(0, оо), 从 而 由 定理 3 Јес со, оо), 


DG xE, оо), Ш 0<х<оо, TE НА, 


Шох, Bix E (0, А2 = AC 4 得 证 UAƏ (0, со), 


1 三 ] r= 


(2) ЖСЖ E х6 (0, 11,  х<биўх>1,‚ Жх<0, 
ЮА хе NAs r> M хе (0, 100 = А, ХЕ ПА» 总 之 
T xE 11, BAENA. 

от AXE EN, EA А; = (0, 02000,1), FE 
让 定理 3 知 П4;2(0, 12, 


2 (1) TE BAEREN, 恒 有 ( 工 ,1)S (0,1), 


从 而 直 定 理 3 и |(1 ђе, р, 


=> ү rE D, 基 0<x<1, AI # л, 


使 二 < х1, р x€ (1.1) тля )(®.1)ге, р. 


ú 


(2) ESA W xg {1}, Шо х1, #;x<1, WAnt 


«<а-%,йхе(1-1,1+ 1), Айе (a - 2.1+ 2). 


ж=1 


кәй WHER "EN, 但 有 1- 2<1<1+2 Ep 


一 
Я 


1є(1-1,1+ 2) и=1,2, +, п(1--44,1+1)э{), 
3 ШЖ 左右 H ASAUB, ASAUC, АШ 
Ас(4А В) П(А0С) УХ АВП CSS B< AUB, Bn CS CS AUC 
同 理 有 BNCECAUB)NCAUC)， 于 是 有 AU (ВПС) © 
(AUB NCAUO), 
жо 8 РЕАЦ (ВПС), M PZ AB pe (ВПС), А 
而 Рё АҢ PEBR РЕС”, ШР AB. РЕВ” ЕА Н 
РЕС", Кр pg AU Bak pg АОС, Ре (АОВ›П (АЦПС), 
证 法 二 由 定理 2 之 〈5) 有 
(AUB NAUC =MAUBÐNAJIULKAUB NO 
= AU L(ANC) YU (ВПС); 
= AU NC). 
й, 4А={1,?), В={2, 3), С={3,4},Р={1,2,3}, 
П] 
(АПС О (BND) = ф0 (2,3) = {2, 3). 
(AUB ACU D) = {1,2,3} N 421,2,3, 4) = 11,2,3), 
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4 ЖШ} RE. 假设 存在 РСВ {Н АЕА, AMA 
ECA-BUB H Аё A, М (A-5yU B> A, F. 
充分 性 АОВ, TEH A2(0A-B)UB,. 5—51, 
设 РСА, Ж реВ, Д рЕ (А-В) (4 В) В; #be€ 5, 
则 Є (4- В) UB, BLA AC (4 В) ОВ, BEIE А = 
(А-В)\)В, 
5 (1) %26 设 PE3, # РЕВ Шо рЄ В, 从 而 
b€ #.sA ( 因 АСВ елАоевВ), FEA pe BUZ;A, 看 
РЄВ, W AC BU # .A,. 
жон B3 SDB, Уо ‚А, W SSBU # A, 
(2) 由 定理 4 知 有 
(ТЕУ) TNEE)=TN (EU gE) :Т; 
(ENTYU (ЕП Ту=ЕП(СТЦ# Т) = E, 
6 (1) S8 AHER EN, WA (AUB) с 


(Ua) У (Ua, 从 而 有 U (A, В,) = (0а) 
(UB). 


EDA 设 pel (AUB), PERPER EAU Bu 


MAERA Aé A, Н PEB, РЄ | J A.B p€ LB 故 
€ (U 4A.)U (U). 
(2) 因 对 任意 CN, {ж дпс (| }л,)п 


s= 


886 


се 


(U Ba), ж An вде (U A.)n(U32. 


=1 


(3) 参看 定理 4. 
f ЖСЖ E x € {х [х`>0}, HA x, 0, АЛЛ € 


使 六 > 全， Ер x С є{х1х>®}, бїйрє U: x | xÜ > зу 


тәй Bae {ху}, 则 存在 mEN, t 


x, € {х | к>1), Вр >20 从 而 x € vx | х2>0). 


8 ASA W хс {х | /O)= ay, B| f) =а, TES 
对 任意 mEN， 恒 有 a<< 0) а +1, ЩЫ], Сүх | а < 


(ху < a + L М6 x, € Nix |а (х) а + +I. 


жой Ë x€ (feo =a). Оо) >а, WEEN 
使 f(x) Ра+ 2, 从 而 асо) а+ 1), W 


О алоо аж), E Ро) Со, 显然 对 任 音 


m C N. 恒 有 x, © || a< fatt), Ër х.б Afe a = 


foart), 


9 (1) C- (Е ПЕ) = СП? (Е, ПЕ, 
=GN (EU #@E,) = (Gí) Б) JENZE) 
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= (б-БЕБ,)\}(С-Б,), 
(2) С- (ЕЦЕ, =G) (E ЦЕ) =G (EN #Е,) 
= (бб Е)П (СП ЕЕ, = (С- БПС - E), 
10 BE SG, FEKE 
G— KE ñE, U (G - EJ) 
=N FCE U (G—- EDINLE,D (Gt — ED 
= Г # (G ПСЕ, Ц (С [Г # E ,)3) 
=б {йе (GANED ОСП ТРЕ,» 
=G @ (GNE U @ЕБ,)) 
=G f (EGU FCE U Бу) 
=G (e E,n E= E AZE, =E, -E.n 


2 习题 解答 


上 证 Ж оф: (0, D— (a, $), 
х [>ф(х) = a+ (ó — а)х, 


Ë: (0, 1)—— (0, со), 
x hk (х) = tg 


部 是 双 射 . 
2 证 фр: (-1,1)—э(-осо, со),х]——эф(х) = 
tey” ENH. 


3 证 将 (0,1)7 中 的 全 部 有 理 数 排列 为 


Fir fp “e fe "a 


而 [0, 1 中 全 部 有 理 数 可 排列 为 


0. 1, г Fa “nu fo се 
EMO, 1) BICO, 12 的 映射 
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х= ri 

Yx = F,, 
p: (0,1)——[0,1), х —— ф(х) = Vr y х=, (8222), 
|. мх P: (0, 1) h 2 


理 数 时 . 


TACENS. 

4 证 用 5 表示 圆周 ， 
РЕС, % С*=С—{}). Ай 
构造 从 С* #J R АХ, 
为 此 如 图 1 一 4 所 示 作 法 显然 
可 得 映射 

PO R, C |———ф(С) 
= x 是 双 射 。 故 C*—R, 习题 4 

5 Ж 用 P, 表 示 在 球面 上 控 去 的 那 一 版 ， 必 ,表示 球面 上 
与 已 相对 的 点 。 作 一 平面 与 球面 切 于 点 M,。 通 过 点 P, 和 球面 上 
任意 一 点 前 引 直线 。 该 直线 同 平面 交 于 点 半 ， 并 将 让 与 点 可 对 
应 。 球 曾 上 的 点 攻 同 平面 上 的 感 寺 之 间 的 这 个 对 应 是 一 一 到 上 
的 。 故 控 去 一 点 的 球面 与 平面 是 对 等 的 . 


$$ 习题 解答 


1 @ шоо 分别 表示 平面 上 和 三 维 空间 中 坐标 为 有 
至 数 的 点 组 成 的 集合 。 因 有 有理 数 集 可 列 ， 记 以 任 中 的 元 素 可 以 
用 由 两 个 自然 数组 成 的 (有 序 ) 数组 来 标号 ， 同 理 必 中 的 元 素 
可 用 三 个 自然 数组 成 的 〈 有 序 ) 数组 来 标 导 ， 于 是 由 83 的 定理 
ТОТО ЕЈ, 
2 Ш W s= (z, bj 是 直线 上 互 不 相 变 的 开 区 癌 
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ж. Е аер, Ш, Є (2,2), TOY -= {кр e, [Мат 
的 开 区 间 王 不 相交 ， 所 以 对 任意 (а, ë), (а, ё) Са, 当 
Са. Ё.) Сар 2 时， 显然 必 有 rr СВЕТ 
фр, NO (a, a, =r, 
是 双 射 ， 即 x~Q0*。 因 Q* 是 有 理 数 集 的 子 集 ， 玖 Ови 
УЦ, Алу д?р Ж] УР], 
5 证 ЛЕЯ 
у=](х) (-—- co x< +оо) 
为 单调 增 扣 函数， 其 间断 点 组 成 的 集 记 六 三 . 
对 任意 x, х,ЄЕ, хх, ЖАЙ үс 于 是 有 
Оху 0) f(x + 0) 6 /(х,—0)< /(х,+ 0) 
са 

А. (х OD РО + 00), Aa (Ро, – 0), Рк, + 0)) 
MJ. Паф. ТОТ Е 5 H. ЛУК ЛУИ X ТАРЕ 
Hg., + ШЕШ 2 知 E 是 至 多 可 列 集 . 

4 证 因 有 理 数 集 是 可 列 集 ， 故 有 理 点 为 心 ， 有 理 数 为 
FERRERA, НН ТНК НИН) Сї) 数组 来 标 
F, HAREE? 知 ， 上 述 的 开 区 间 族 是 可 列 的 。 

5 证 把 金 部 有 理 忆 排列 为 

Pa Fa се, Бы с 

对 每 个 rots =1，2，…) 及 所 有 的 有 理 点 Orm 显然 开 区 亲族 
Es= (r, r) | r ri 

部 是 可 列 的 ， 所 以 有 理 点 为 端点 的 开 区 间 族 是 可 列 个 可 列 族 的 


并 族 ， 于 是 由 33 推论 5 m| ЈЕ азии, 


6 证 МАЕМ, АЙЛ Ж АНЕ 
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йр Fay Gys сс, быу 77 
对 任 一 好 由 证 充 例题 5 (2, Fy э 24} 的 所 有 子 集 只 有 有 有限 
个 ， 记 为 
B,= 414,, 44， 


令 # 取 遍 所 有 下 整数 ， 则 B = Us, 就 是 4 的 一 切 有 限 子 集 组 成 


ИК. 国 可 列 个 有 限 族 的 并 仍 为 可 列 族 ， 故 是 可 列 的 

7 证 对 任 一 自然 数 #, 由 定理 7 知 ,所 有 有 理 系 数 的 # 次 
多 项 式 组 成 一 可 列 集 ， 于 是 由 推论 5 知 ， 所 有 系数 为 安 理 数 的 
多 项 式 组 成 的 集合 是 可 列 集 。 


м 习题 解答 


1 证 ЕРНЕК АУЕ, AWARA O, ш 
然 E 是 无 限 集 而 8 是 可 列 集 ， 十 是 由 $4 定理 2 知 有 
E= EUG =(—-оо,со}=с, 
2 证 ШЗФЕТ7Т НАЖАЛА BE yA, ПП 


每 个 整 系数 多 项 式 仅 有 有 限 个 根 ， 改 4 是 可 列 个 有 限 集 的 并 集 
(自然 数 显然 都 是 代数 数 ) ， 所 以 4 是 可 列 集 ， 即 4= e+ F 


外 ， 类 似 题 1 证 法 可 知 吾 = c, 
3 证 由 妇 定 理 1 知 ， 任 意 无 限 集 必 会 有 可 列子 集 ， 所 
以 只 须 对 可 列 无 限 集 证 明 即 可 ， 
设 可 列 无 限 集 为 
А = {а,, а, йу, `" “Z, =} 
fE ABU ЖТ: 
A = {sa| s= 20(21—- 1), #=1, 2, Ө} 
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А,={а„| я= 23022-1), #=1, 2, e9 

A,=(a,| я= 20022-1), =], 2, +) 
WARA, (ë= 1,2, O ЖАНАТ, HEA НЕН. 
FRE ЯК, ШЕТЕЛ k, W AN Ant, ТАЙ 
fo ЇЙ ЇЧ 

24 (24-1) = 20097-1) (ЁЁ) 
Ж kkp Җ 

21 -1= 9% (0-1) 
这 显然 是 不 可 能 的 ， 从 而 Ao k=l, 2, o) А 的 可 列 个 
互 不 外交 的 无 限 真 子 集 ，, 

4 证 昔 表 示 [9,13 的 所 有 子 集 组 成 的 族 ， 旦 表示 [0,T7 


所 有 子 集 的 特征 函数 的 族 。 于 是 有 下 >> 忆 (FE 之 E)， 日 由 82 例 5 
qI E= М, МЕА Т 得 知 
F >Ë = М>сб, 1)=с. 
5 证 BRE. Ж, Вс, Ссс, ШШЕН. 
НРА = *， 必 存在 44 列 习 上 的 一 一 对 应 p， 使 P(L4) = R, 
即 对 任意 sa€ А, Ж 
pla) = (x, PER 
与 之 对 应 。 
车 记 p(B) =U，g(C) =V, 有 
R'=e(4> = ФВ) UpO = ПЦР 
HU = Bce, VC <e, 
EPER p ХНН, Р, 是 及 中 点 到 y SY 0942 
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Pele, p= (х, 0), Р(х, у) = (0, у) 
РП) 一 U,, P <) = и, 


US Ue V < 


а а й 


X =Y =e, Жи Uns V, ЫХ.УНу. ШР 
在 x*， 使 (х*, 0) EDU,, 存在 У {0,2*) EV,。 从 而 装 任 意 
>. (х*, » ЄР, HER х. (x, ЛЄ, 这 使 得 
(x*, y*) C€ U UV = R: 
HETA. 
6 证 ЖЕЉНИ MEARAN EA I VO C E, 
作 . 
E= {f(x) +e, | c 取 一 切实 数 } 
ВЖЕ, =‹, ШЕСЕ, Ере, 
男 一 方面 ， 对 任意 f(x) СЕ, WEA Сх) 在 有 理 点 上 的 
函数 数值 集合 ， 
g = (ГО), TOD, "4 Ре), t} 
由 Го) КЕЕ, РСЕ БКНЕ, 完全 由 zj 所 决定 ， 
从 而 2; 完全 决定 /(х), ES Ça | ОСЕ) 对 等 而 《| 
Дох) EY 是 实数 列 全 体 的 子 集 、 实 数列 全 体 的 基数 为 < ，。 则 
{2:1 fo € B) 的 基数 小 于 等 于 + 。 从 而 知 E<e。 综 上 证 得 
Е=с, 
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第 二 章 ”点 集 习 题解 答 


Si заж Ж 


1 & Ф Ero, 1], Е°=ф, E=EUE'=C0, 427, 

© Е'= Е, E*= é, E= EUE:= В, 

@ 显然 = 大 xy 在 * 天 0 处 缘 是 连续 的 ， 故 首先 可 知 王 中 
除 点 (0,0709, Кад A F, 另外 , 因 у= fO) {рх = 038 
Ж ОА КЫ, у 轴 上 闭 区 闻 [ -1 13 的 所 有 点 显然 也 都 属 
ТЕ". Ен 

E'= ЕЦ(0, >) | - 1=<< y=<ç1) 
而 Е°=ф, E=EUE =E, 


@ #m'=[(,0)u(o,1)u,0 m, одеа). 


Е°=ф, Ë= E UE: 


= (2,2) о)џ(о, 2) у о, о), 
其 中 的 т, ЖЕ Н АҖ. 

ОКНЕ 1351 6 中 的 三 虽 是 同一 所 集 ， 但 它们 所 在 的 
空间 是 不 同 的 。 在 RR 中 的 邻 域 是 开 球 ， 显 然 瑟 不 能 包 合 任意 开 
球 ， 故 有 Б°=4д, 

Б'={{(х, y, 5 
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К=Б\}Б'={х, у, 5) |x +r, = 0} 
АВЕ НОЕ, ERARE SELA 6 НЛА. 
2 Ж “ONA HER r. Wi: AKO DAERAH 
Яг, В JJC00,11/ 2 ЁС. M A' = D'- (0,13, АП B' = 
г0, 17,18 (АПВ)'=ф' = 9. 
š 证 сд 因为 AGBCA ANBZB, WE 
(АВ) ZA, (AC By C B°, АША САГ B) СА ПВ”. 
Мә W хСА°ПВ°, k 6>0, {4 Мех, 6)S AB. 
Nixe СВ, 从 而 Мх, САГВ, кА В А, 
则 有 (AAB S AS ñB, 
综 上 证 得 (ANB)? = A° a B°, 
4 和解 ”等 式 不 恒 成 立 。 例 如; W 
А = {00,10 ЖИ} В = {0 OPERNOG 
Mj (41}!В5°=(0, 1); Ag, B° =é, Ak AU 5° = 0, 从 
而 得 到 CAU В) 54° U B°, 
5 Æ 不 一 定 ， 例 如: É 4 = 人 0,2) 中 无 理 数 } B = 
KCO, 12, | 
显然 4* = ф, B = (0, 1) Ж ASB, 
{Н А4! = С0, 27, B'=[(0, 1) WARP, 
в ж ййшА-(1,4,1,4,—), WA (узра, 
7 @ 例如 取 ЛА=С-1, O, В= 0,0) ШАЛВ- é, 
AN B=. 108 = (0,12, АПВ = 03, АПВ АПВ 
8 解 例如 取 A= (CO, 17 中 无 理 数 } 
В ={[0, 1) 中 有 至 数 } 
ША=[0, 1), В= С0, 1], m АПВ= В, AñB= 4, ANB 
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= 00,12, АПВ= $, 


7 习题 解答 


1 证 充分 性 IBEUÚUE'=Ë=E, @ECE, АШ ЕЗУ 
ШЕ. 

必要 性 п Е'СЕ, H ЕСЕ, ж E=EUE'SE, {Н 
E—E, Ё = E. 

2 证 充分 性 Ң#Ш ЕСЕ, É AEE’ Щ$1Д 3 
MEREL AP] (A.D W рар 《一 ce) ， 于 是 由 已 知 条 
性 有 AEE, 4HE ЕСЕ, 

必要 性 BE NB, ж ЕСЕ, {J0 ЖЕЧИ 
51, H Pup, (s—oo), 

车 (Р) RER AI) WASE 1, ASE CE, ж 
LAA DEERAS, WERA AEGEE, ВАН AGE, 

š 证 СЕЛЕ, FEWE., W 

С-Р=б[(еФ F), РЕ-С=ЕП (е С) 
ШАРА, РСЖ, ШС-РАЖЯ, РС, 

4 Ж йл ШЖЕЮЛ Ж ЛИ. ШЛАН, ШЖ 
Ж, THERE SRE 55 E. 

5 ж (BS HSE SE R SS K. И. 设 
R' 中 的 二 闭 区 间 A= (i, 2), B = 82, 3), WAH BRER p 
的 完备 集 ， 但 是 ANB= {2}) 却 不 是 R' 中 的 完备 集 。 因 为 {2Y = 
Ф, АШ 

АПВ = (222122 = (АПВ)! 
D АЗЕ Ж Нун ЕШ. ЖЕ, W A, 
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Ans ARBER PARER LA| 4, 今 证 AA, 


=l 


ЫЛА, АИ. MARAR, МАСА, 

9—58. PACA, WALSASA, 使 РЄ Ai， ВА, 是 
HAR, A A; = An 从 而 РЄ A. 但 ArcA 于 是 由 入 定 
理 上 时 集 的 单调 性 知 上 E А, Е A'= A. 综 上 证 得 4 = A. 

D ЧАЛУ КАЧИЛ. 例如 : PPAR 
HEER, 


(2, 15) U ht, 11) U 22,171 U. 


1 1 
ПЕ 3° ° gar] U 


是 半 开 区 疗 [l1, 2), ЕЖЕЙ, ЧЖАО АЕТ. 

6 证 若 xEd4n5， 往 证 xE4nmB. 

车 хЄАПВ, WC АҢХЄЗВ, ШхЄ АҢхЄВшхЄВ!, 
K xC A B хЄВ k xC A HB x€ B. 

xC АҢхЄВ, BlxC AnB, АшхЄ АПВ, 

Жк ЄС ABxEB'， 往 证 xE (ANB)', 

任 取 * 的 邻 域 N (x, ó), НАЛЕ, Шу N (x, ey, $E 
N(x, s= ABN(x, є) М(х, ó), BL x€ B', TEEN (x, 
sy rh qt B PEJZA м. РҮШ Ni, s) h 06 48 An ВАЎ 
多 个 点 。 而 Nix, еә) сМ (х, д), RN (x, ду АП B rh 
的 无 穷 多 个 点 ， 即 证 得 xE CANB)'， 从 而 有 xEANB。 综 上 
证 得 AN Bc ANmB. | 
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5 习题 解答 


1 证 假设 互 为 无 限 集 ， 又 由 条 件 知已 是 有 界 集 ， 于 是 
由 波 尔 察 诺 --- 一 维尔 斯 特 拉 斯 定理 知 ， 五 必 有 聚 点 ， 这 与 已 = 
ó Жн, ЖЕУ. 

2 证 RA J - d, ШЕЕ, 从 而 对 任 一 EE， 
必 存 在 点 上 的 某 个 邻 域 N(p，5,)， 使 
МО, ó E= (p> (1) 
对 互 中 每 一 点 p. ИЩ РЈ АЕ N Ф, б) 使 其 合 于 
式 CG). АЙТОРЕ АДЕНИН ОЖ) KING 
35) 是 互 的 一 个 覆盖 ， 于 是 由 林 得 略 夫 定理 知 ， (МО, 
Ôp he 中 必 有 至 多 可 列 个 邻 域 也 覆盖 EE ， 由 这 些 邻 域 的 取 法 
知 ， 这 怪 多 可 列 个 邻 域 与 三 中 的 点 是 一 一 对 应 的 ， 帮 已 是 至 多 
可 列 点 集 ， 
3 证 法 一 ”假设 互 没有 聚 点 ， 即 三 '= 办 于 是 由 题 2 Е 
是 至 多 可 列 的 ， 这 与 已 知 条 件 矛 慎 ， 故 巨 必 至 少 有 一 个 聚 点 ， 
证 法 二 ШЕ ЖЕРИК, THRA л, ТЕС, = (x loli, О) 


<л}, Д} Е" = (JEn 所 以 


E-ENg*-EN(()G) -UJ ENG» 


由 EE 的 不 可 列 性 知 {tE NG。} 中 至 少 有 某 一 个 集 ЕПС, 是 无 限 
Ж. А En G, С», # ЕПС, ЖЕЖ НЕ, HERR 
诺 一 -一 维尔 斯 符 拉 斯 定理 EN Gi 至 少 有 一 个 聚 点 xa Махар 
WEERA. 
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4 证 ЖЕННЯ, TEMEE P NE, 

RIZ E BO sa, TES GRAE ДОН ЖИА. 

HE GRA, Н PEE, pp da AHNA, д„), 
使 Мор, ó Sr EB SS TA. BRAR PE BJ $B PR У 
ФЕ МО, дк ЖЕК, ЕЛТАЙ, Ж 
Ш БУО ОЕ (N (p, phe 中 必 有 有 限 
个 邻 域 覆盖 上 ， 于 是 由 上 述 邻 域 的 取 法 知情 是 有 限 集 ， 这 与 已 
ЭЖЕ ЛИ. КЕ HS, 

5 证 EFA КБИ, Тя, 做 集 

б„={р\оФ, P) <1) 


则 由 $3 定理 5 ШШ, 
Ес G, G „ЕЛ Ж (л =1, 2, ©) 


+E F< (С. 今 证 下 三 门 G.。 设 pe (С, WAE, 


s=] к= 


т РЄ СХЕ d 00р, РЭ <, МФ, Р) 
=0, ik PEF. HFE, M F= F, Tt PEF, gE 


证 得 上 = | \|б,. 


设 上 为 R" 中 开 集 ， 则 多 上 为 R" 中 国 集 ， HB m EAA 
可 列 开 集 族 (Gatans E 


FG = 人 16。 
于 是 有 i 


G= @# (# G) - є(Г\с.)- Јес, 
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НЕС, (л=1, 2, ә), TEHE. 

6 证 ЖИ A2M, б хЄМ, A обх', х!) = 0, 从 而 
ох", М№-= 0, Шх'ЄА, 

ЖЕЛАЕ, ШЕ ASA „БАЖ ШЕЕ хс А', 8 
р(х, М) = 0, 

Вход АВЕ RE Ш АНЯ Тхе СР x, 的 
ВЕ х,у. ËB] ох, х) -70 (л-»со, x C A). 由 点 到 集合 
ШЕЖЕ ЖП oC, М) < обхо х,) + о(х, М. 29х64, 
所 以 р(х, М) = 0 (л=1, 2, 0) N. р(х, х,)->ф(п-»оо), 
所 以 об, М) = 0, Wx C 4， 综 上 证 得 АСА, 

7 证 REZAR ERRIA: 

F ƏF,ƏF,2:. OFS 
EHS Fee. 

从 每 个 Fi (下 =1，2，…) 中 各 选 一 个 点 xi， 则 得 到 一 个 

有 界 序列 
Xis Xap р Akp CY (1) 


HERRE 一 一 维尔 斯 特 拉 斯 定理 的 推论 1 知 《1) а 


于 某 点 хох). 下 面 证 明 x,E (Р, 


£=] 


ХИЖРА НТН Аун & >Ë 的 那些 xu 所 构成 的 子 
列 ， ЕТА, БХ х, Ж Е, (&= 1, 2, С). Вр 
x € Е", 因为 Pic 所 以 «EFF (k =1, 2, "D, 从 


Hecla meg NF. 


£=! k=! 


8 м БАШ “S ЖЕЛЕР. 例如 取 F = 


400 


{(—со, со), КР 是 闭 集 . ЖДи = {i-a y| x=1,2,.}, 


H Е={ }‹-», ny ames r F, 因 k 中 的 任何 有 限 个 也 


不 能 覆盖 上 
其 次 指出 “ 闭 集 ”条 件 不 可 缺少 .例如 取 F = (0, 1), Ф 


p={ (62 =1，2，… айгай, тает Е, 


但 容易 看 出 g 中 的 任何 有 限 个 也 不 能 覆盖 F， 
综 上 得 车 和 定理 中 的 “有 界 ”、“ 闭 集 ” 的 条 人 忻 是 不 可 缺少 
ШР 


4 习题 解答 


1 W 不 一 定 .。 葬 如 康 托 集 是 & 中 有 界 闭 集 ， 但 它 既 不 
售 有 孤立 点 也 不 包含 任何 汤 区 间 ， 

2 证 假设 存在 两 个 非 空 间 集 和 上 ,, Р, ПР, = é, 
E. Са, = F,UF,, 于 是 p(F,, F, = 4>0, НЕ x,€ Р, 
x € F, {й 


ох, х) ОСЕ, Е) =4>0 
Ж х, =й! ы ‚ Шк Са, у= F U Fa Al x € F, ах, € Р,, 


车 x €F, Ж 
d= р(Е,, Р” р(х, F.) р(х x.) = 3 


这 是 不 可 能 的 。 同 理 x,EF, 也 是 不 可 能 的 ， 故 假设 不 成 立 . 
É ЧЕ E Са, ёл, La, #7, … Сав Раду 大 任意 
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可 烈 个 互 不 相交 的 闭 区 间 ， 今 证 [jj Са, 2.2 不 能 填 满 全 直线 ， 


кч 


即 гё ||) (о, Ё.) Je. 


1° ЗЕЕ ИТХ ТИТР АЭ. + 


Е = су. 5 | 


则 显然 互 是 闭 集 ， 且 非 空 〈 因 为 起 码 а, РАТЕ), 

2° 因为 上 是 由 实 直线 去 掉 可 列 个 互 不 相交 且 商 两 无 公共 
端点 的 开 区 间 (车 上 述 二 开 区 间 有 公共 端点 ， 则 相应 的 二 闭 多 
问 必 相交 ， 这 与 已 识 条 件 矛 盾 ) ПИЙ, Wk E ER AIMARA 
集 ， 从 而 三 是 完备 集 ， 改 其 基数 为 ,但 


«Ја 60 |= Ba b, 2 b, e) 


而 (21, 1,4, 2, …} 是 可 列 集 ， 所 以 s [U e, ba) | 的 基数 


== L 


Фс, 西 此 它 是 非 空 的 ， 于 是 有 


U [ga BIR 


a=] 


4 Ш B (а, MEGHE- Jb B), X Dx C (а, 
В). Шш ССС, 得 xE (а, By G.G, # (a, Й) 是 包 
会 * 的 G6, 的 构成 区 间 ， 则 (e, 2) 是 包含 х 的 开 区 间 中 的 最 
kË, KBA, В)с (а, B). 

5 证 BAXE Ca, ПЕН, ЖАЖШЕҢ Са, 62 
ПЕ ЖЕФ д. 
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B x€ (a, #1ПЕ, HA ag E, ФЕ E, Wx, 是 财 区 间 的 
内 点 。 作 任意 的 邻 感 Nixa Ó)C Ca, #1, ЯКЛАР 
不 同 于 的 把 xEE， 即 有 x€ Гө, БУП E, Am, х, 的 任意 
领域 内 有 异 于 加 的 点 ECe， 门 站 E， 这 表明 x 必 是 Ka, ПЕ 
的 聚 点 ， 面 不 是 [a， 总 作 E 的 狐 立 点 ， 由 的 任意 性 证 得 Ea， 
ПЕЙЖ А, 

ЕЛЕ Га, ПЕ 必 为 完备 集 ， 
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第 三 章 ” 勒 贝 格 测度 习题 解答 


Sl 习题 解答 
1 证 非 负 性 是 明显 的 ， 设 
G = | Ја, 6) 《天 :有限 或 cc) 


HEP Caj $D IE G RTR ER E, 

ВС, ПОТЕ Й] <, 2, 使 G< <a, 5, ZH 
G АЈ С ЕРЛАН, WETER, TEHE МЕ 
1, # 


K 
mG = $m lan bi) та, бу = ó — a< + оо, 

2 解 不 可 能 等 于 零 。 

MEERA Ao MEDA nE TRN (x,, ó) СЕ, 
ИТАР N Gà, бИ ДЕДЕ БЕН) (х,—0, ход) 的 长 度 ， 
故 为 20220, WME mEmN (x, 8)2>0, 

š ш 用 反 证 法 .假设 EN 名 A 是 可 测 集 ， 则 由 于 

E = (ЕПА U (Er) # A) 
RENA МИЕ (EL En АСА A mA=0) 知 Еди 
ж. 这 当 披 设 三 是 不 本 调集 矛盾 ， 故 En ç 44 必 是 不 可 测 集 ， 
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4 R 不 一 定 含有 区 间 ， 例 如 ， 在 补充 例题 4 中 所 构造 
的 点 集 ESO, 1), 其 测度 яжЕя-1>0, 但 总 不 含有 任何 区 


H. 

5 证 ХАФА, х, х,Є А, # x 一 x 为 有 
理 数 ， 则 ”与 *: 属 同一 类 .否则 不 属 同一 类 、 这 样 4 中 所 有 点 
被 分 为 许多 互 不 相交 的 类 Kie, K), e. Ept 
选 一 个 点 作为 代表 ， 组 成 集合 B，BS 4, 且 3 为 不 可 测 集 ( 参 
看 主要 参考 文献 [ 33)， 

车 有 4 中 任 二 点 x, 之 差 均 不 为 有 理 数 ， 即 A 中 任 二 点 必 
属 不 同类 ， 亦 即 每 燃 K (x)} 只 会 一 个 点 ，K(x) = (x). 于 是 B= 
A im B An m), JR p ADD By tris. Bl, Adh F 
AAA Нат. 

6 证 Ж їз, 6DƏE, ЖЫ 

ГО) = m*a, xIN E) (хЄ Са, 27) 
显然 f(x) Са, 0) АИЖК. 
下 面 往 证 JODE Са, ALE., 
ЕЖ хЄСа, HRE ERA {只 要 хас Са, 27), 有 
хк) - f(x) = те (Ca, х + HIN EY - те (Са, xn E) 
Lmt (Са, х) E) + m* (С, x + BIN BE) 
-m* (Ca, ХОП Б) 
= ще (Сх, х + AY Б) «иск, х + ñ) = À 
ЭЛП Ж lim f(x +A) = (ж), 


PA РОТЕ АО Е. ШЖ ИШ, ХМ (а, 0, f(x) 在 
* 处 左 连续 ， 纤 上 得 证 ГО ДЕШЕ Са, 63 上 连续 ， 
注意 到 f(a) = 0, 700) = р, f(ay< < Ob), НЛА, 
必 存 在 ¿€ (а, D, ESE Вр 
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те (Са, SINME}= 4 
由 此 可 见 集 合 Б, = Са, šJ ПЕК ЯК, 


S2 习题 解答 


1 证 显然 有 т<. WE т. 
ЖЕ, РЕЖЕ н, HAREE, Я-А 


F TK 1,, 1, Tta Í ns ..., 使 1<| ] Г» H 


s=! 


[CE 


Ўт + 2. 
#t 


єк] 


从 而 有 
О, 
НЭ? 1„|<т*1 + == 
令 Le 则 有 
тер 1 | 
于 是 证 得 m*1 {| 1 |, 


2 证 jGulEmtE>0, Dj I ROF Yyik, 所 以 1 1120, 
由 本 节 习 题 1 知 m*l=|1|. KEZI, РНЕ (TD, 
有 


т*Бу®т*1 = | 1 [>0 
次 证 wsB 守 9， 设 了 是 包 会 EB 的 长 方 体 ， 则 A2E2I, 从 


而 有 BR(L ~ 三 (I ~E) ， 由 于 I 和 1 都 是 长 方 体 ， 于 是 
BA 


|A Vont (d — D >2m* (2 ~ E) 
由 内 测度 定义 的 注解 中 可 知 
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m E =| #]-m* (df — E) 

ЙОН mE, 
3 证 W En l, о 
E= (4, ax v, а) 


对 性 意 s 半 0 和 和 每 个 а: (¿= 1, 2, е), uu 4; 的 开 区 间 Г, 


iw]. E т L. 
н. yESU ‚НҢ 


0<m*FE < т" р) Унет, ‚= e 
i=j r=] 


ен, нн =0, 
4 证 因为 ESE -ED UE, Br H 5F REED 
fu (E) 8 
m*E жЕ, - Е) UE psm", -Ep + m*ËE, 


~ 
II 
r 


AA 
m* (E-E) >m*E, -m*E, 
с 证 HERCO, OPREMA, Б.Б, M 
(0, 13=Е\)Е, WEA, É m*E,=0, FER 
1=m*(0, 12<мт#*Е, + m*E,= m*E, 
A ESO, 1], WH 
m*E,= m*t(0, 12 = 1 
综 上 得 证 w* 上 ,=1， 
6 证 BE; 4=1，2，…) 汶 可 询 个 点 集 ， 且 
m*E, = m*E, = "0 smt E = з= 
F E= | jE。， 则 由 外 测度 性 质 (于) 知 : 
OSm*E = m* (| jE.)< Dm*E,=0 
去 | a=] 
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Wi  m*E = 0, 
7 证 因为 BEAU8， 所 以 由 外 测度 性 质 (D 和 (于 )， 
# 
ж* Вет (АП В) mt A+ те B 
LA т*4—<0, WAI 
m Be m" (A U Вус т" В 
从 而 得 
т*В=т*(А В), 
8 证 т (Er-NE)P=0 BES (ESE, UE,  Ң 
m*tE = т” (E NED + m*E, = m* E, 
又 因 m*(ENE)=0, Н E,C (Е,ХЕ) UE, ЖЯ 
mE т* EY + т*Е = m* E, 
从 而 得 
m*F, = m* E, (1) 
因为 E,UE,= (E NES U(E,NE DU (E, n E.y, Fre Н í 
нЕ UJ E, = mt (E, NE) 
另 一 方面 ， 显 然 有 m*(B,UE,2m* (Е, NE). AMA 
m*(H UE) = т*(Б,ГБ,) (2) 
ХЕ Е.СЕ, ЦЕ, (2) ， 则 有 
ME те (E UED =m*(E ПЕ) Sem* E, 
青 由 式 (1) 就 有 
m*E = m*E, = m* (E U Ep = т*(Е,[ E), 


з 习题 解答 


1 证 不 妨 设 王 有 界 ， 则 恒 有 0<wmsE<wm*E， 但 mrF 
- 0, 故 有 maE = ms 已 =0， 由 可 测 集 定义 知 卫 可 测 ， 且 wE = 
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m*F = 0, 

2 证 因为 ЕСЕ, WA б<т*ЕтЕ=0, 从 而 
m*E = 0, WH РЁ 1 AETA, Н мЕ,= 0. 

5 证 BW E, Е, WAW, Ai hiiit 1 及 推论 2 知 ， 
BLUE:，BnEB, 尼 可 调 ， 诗 是 由 指导 部 分 之 例 2 ШИШ. 


4 证 2&#T=| E, ШТП, E, G=1, 2, 8), 


因 $, (¿= 1, 2, +, л) р A Mii, 并 且 509; = 2 (iezi), ШЕ 
$3 推论 1 知 


п (TN (UJ S,)) = > (ТП 5) 


但 是 —Tn(Us)= UE, епо нЕ, MOH 


1 一 1 


5 证 5. Зр, Н 4 二 9， 出 (和 -3 05, = 
Ф, BS- 5 可 调 。 于 是 由 83 定 理 8 H 
må = EC 5,0 05, = т т(У,— + m5, 
УҢ т5,< +оо, K 
n(Y i = тін, 
注 ， 这 里 必须 要 求 т5,<` +оо, BAIEZ mii- m, ВЕ 
算是 不 允许 的 ， 


6 证 不 炉 假 设 E, 有 界 . ФЕ= [1E,=lim E。。 现 取 


ЖЕЛШ ARDE, W CNE, 是 增加 集 列 ; 
4NE S NEC. с АМ Бө 


TE  ANlimE,= AN (YE. 24N е {( ( 15.) 


=l 和 一 下 


= 20 (U ZE.) = U (4 #Е,) 
s= ж= 


= U CIN Ep = lim (fN. Ea) 


内 而 有 m*( Slim Ep = тж а (ИХЕ) (1) 
XAAJA2E 2E, ШШ РЫЙ ЕЛЕ ЖЕЙ n YH 
m Ë = mf — m* (TN Е) = m —т* AN Um En) 


注意 到 式 《1) 及 (T'NE, 是 增加 集 列 ， 从 而 由 指导 部 分 例 
3， 便 有 
me = mf -m'i dN lim E.) 
=s m*dim LIN Ea) 
=mi -lim mLAN E,)) 
= ж -m (AINEI 
=lim MEn 


= 


从 而 证 得 wx( Í E.) =lim meB。 


34 习题 解答 


1 解 不 一 定 。 例如 R" 中 所 有 有 理 点 组 成 的 点 上 集 吕 ， 由 
8§4 推 论 3 ЖЖ mE = 0. 

2 解 Ry., 例如 本 节 习 题 1 解 中 的 例 ， 互 是 中 有 理 
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А. 显然 是 无 界 的 ， 但 mE=0. 

š 证 ÉE Es{as а. сз, а), MERHAR. НЕ 
ib 1 AEW, 

对 任意 220, 对 每 个 a; 取 小 开 长 方 体 6;， 使 (4;} 和 0:， 寺 


m=] ó| <5 i=l, 2, се, п 


于 是 有 EcC| Jó, H 


б=тЕ# т (о) Уна = =E 


中 e>>0 的 任意 性 就 有 mE=0, 
4 证 HE = ta Fas ©су Any Taa H HEj 2 知 ， 每 个 
(aar #6, B mtan} = 0, 特别 的 ， H а) Пау = Фф), 


于 是 由 33 定理 8 q E = U {a i НВ 


жЕ = „(U (а) Уа) = 0 


5 证 只 须 证 王 是 至 和 多 可 刻 集 ， 但 此 结果 已 于 第 二 章 83 
习题 2 给 出 ， 
6 证 未 必 。 设 互 是 R 中 有 理 点 所 作成 的 集 ， 则 由 84 推 
论 3 知 mB = 0， 但 FE 是 无 界 集 ， 
7 证 必要 性 BETRAN, WAHE, FESO, 
有 并 集 G2E, {# 
т* (G ~ Еу <-> 


HERS, HARFE, $ 
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m* (F — Р) < 


显然 КОЕСС, BG- Fa ñ, xH 


G—-F= (G—- EyU (Е- Е) 
从 而 
mG- Рут (G - E) +т*(Н- Р) +-у = ë 
充分 性 3eqitakepu PANE СВАЕ, EGEF, 
Я m(G- Fy<e, WA G- Ec G - F, Н 
m* (G ~ Ejam- FYE 
由 $4 定理 8 知 太 是 可 洞 集 ， 


8 解 1° EO, DERRE RERA ERF EEL”, 
АТАН БЗ 20, Ду", 


2° Е 3 ДҮ" k khi rp kO ОТК 
iB] r, L”, 余下 的 4 МИ Вас 2. 40. 4 Z, 
3° ЖЕКА. ВОИНА НОН Н G = 


s= 1 


U UL”, щсз#ж#, В 


s=; алт] 


mG -ў y mI 9 „у з= 


к=] +=] s= 


А E=0, 10-6, ШЕИ, Н [0,13= GU E, É 
тб, 1П=тС+тЕ, УДП 


mE = тС0,10- mG =1---= 2 
出 五 的 定义 及 第 二 章 84 EB 6, ERZAR, KEDRA 
任何 开 区 间 ， 故 上 为 所 求 的 完 岳 集 、 


412 


3 证 йт Ул, NDES 2° CERE, 
SAREES (31). 

EI ЖЕ ФАШ. KRR ES 为 此 ,只 须 证 明志 有 子 族 
Ss 使 了 = 2 

жў Е, ЕЗУНЕ, ШР = 0, BF =c。 设 3 了 是 F 的 所 
有 子 集 作成 的 集 族 ， 内 于 aF=0, KS 的 由 F 是 所 有 可 测 子 集 
组 成 的 集 族 ， 从 而 5 三 ww， ЭРА S = 3%。 于 是 有 и;>2', 
BLES и=2*. Вт = N. 


у 习题 解答 


Т 证 用 反 证 法 
DEE 假设 Ааф, Васф, 则 必 有 xC A, z€ B, 使 
(х, PEAXB, 这 与 АхВ=ф FE. ИН A= 2825= 0, 
充分 性 着 АхВф, MoA, ›)Є4хВ,{#хЄ A, 
yEB、 这 与 4=$ 或 B=5$ 蔬 盾 ， 从 而 必 有 Ax B= 6. 
2 证， 充分 性 是 显然 的 。 现 证 必要 性 ， 若 有 x,€ A, НҢ 
x, € А„ WA 
(х, J) € A, x B, {Н (x, 7D £A x B, 
这 与 4,x B.C BAFE, AWASA., AAEE B, 
š Ж 由 题 设 知 
Ax B< A,x B, Н 24, х В,с.4, х В, 
根据 本 节 习 题 2 知 
Acd E ASA, 
BEB, H В,С B, 
从 而 得 A= 4; Bh, 


аз 


第 四 章 ”可 测 函 数 习 题解 答 


1 习题 解答 


1 证 只 须 证 对 任何 x C E, FE М(х, GSE, 
因为 fo Ce Ç, BE СЈЕЯ, SOP VU, s) SG. 
ЖА f(x) 在 wx 点 连续 ， 从 而 有 N (x, д),{# 
EN ixo DEV E), ey <= G 
BINC DSE, - 
2 证 А] Же, 0, 对 任意 д>0,ЦИх,=х,х,=х+ Их, 
而 当 |х, |= | Z= |<), а 
| — x |а| Ge+ AY |=] Zx || 2х х | 
HEHA, ЛУНЕН АЛИ Ax, Sulti И АВО 
x, W |x í xz 大 于 a， 所 以 ЛОЖА REFRA. 
5 证 先 证 距离 公理 中 的 三 角 不 等 式 关 于 集合 间 也 成 
立 ， 我 们 往 证 ， 对 于 Rw 中 任意 点 xo хал, 有 
р(х, DEP х) + р(х, A) 
成 立 。 | | . 
任 取 xC A, Wols, XILO X) + р(х, х), ВІ, 
р(х, А) =inf р(х, x)< inf Соб, <) +O (x; x) 


= OIX х.) +inf OC Xas х) = юх, х, + оС, A), 


ДЕ 


KE fO) = p(x, AER” F k— р. AAH 
| (ху - f(x) |=| о(х, Ау—ю(х„, А) | 

由 集合 间 的 三 角 不 等 式 有 

| Oln A) — o(x,, Ау [| об, х) воск, Ау — р(х, АУ | 

= O (x x) 

只 须 取 8 = es， 则 对 只 要 的 任意 两 点 хә x, Поб, x) <ë, 
恒 有 | xD -fp |< е, Б f(x) = р(х, A) 是 RW 上 的 一 致 连 
续 函 数 。 

4 证 先 证 有 界 ， 若 ГО), ВАН т, 都 
RAA х„Є М, Яр | fO >s, 考虑 型 的 序列 fx， (或 
(х) BERT x<, 的 子 列 ) ， 由 ЛО) ВОРЕН O = 
lim f(xw)， 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 六 x。) 是 一 个 确定 的 实数 ， 而 


ох) 的 绝对 值 是 无 限 增 大 的 ， 才 ЛОО ЕМ КДА. 
次 证 确 界 订 达 ， 不 妨 只 就 上 确 界 情形 证 之 。 只 须 证 有 
xC М, 使 f(x) =a (其 中 a 为 函数 值 的 上 确 界 )， 
НЕА Е Ў, BFE М, 使 
а> fisd >a- 


” 


对 任意 自然 数 # 成 立 。 不妨 设 序列 x, x, (0-00), Hx, € М, 
则 由 f(x) 的 连续 性 ， 必 有 
a=lim FiXa) = f(x.) 

5 证 B xC M.W] F KAY X. HER 6220, F 
8220, 使 Мех, дуп M= (x), 4 ХЕМ, à) ПМЕ, 
АЖ 

| ©) РС) [= [РО РО) |= 0 
让 JONEM F ESE, 
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但 未 必 一 至 连续 ， 反 例 : м1, L, on L, a), 


_1 1 1 „ 
对 = 去 ， 对 任意 д>0, дшо(2, _1_)<б, 就 有 


7) л) |i orn lr 
H S(b) = 不 是 一 致 连续 的 . 
6 证 必要 性 Фу вай, ВАЕ Со) =limf Со), 


因为 f(x) 在 а 点 连续 ， 则 对 任意 220, 有 8220, H 
x€ N(a, O ПМ, iF: 
{/\х)-/(а) je, ЁШ а) - g< f(xy< f(a) +ë 
于 是 


вар h(x) fia +e, 从 而 lim (х) < бау + 
因为 。 任意 ， 故 有 lim /(х)< 0а), 


x. sup(fG0)2f(a) - е, 从 而 lim Ох) а) -е 
因为 任意， 所 以 有 
lim f(x) fla) 
从 而 lim f(x) = (а) 
同 理 可 证 Lim f(x) = (а) 
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ДЕ Па feo =lim f(x) = fa) 
Rp а? =lim f(x) 
充分 性 ES = lim f(x)， 往 证 ГОО 在 < 点 连续 。 因 
WER f(ay=lim f(x)， 所 以 
feaj = Пт fix) = Hm f(x) 
Kilim fex) = 70а), B inf {supf(x)}=f(a) (U 表示 а 0938 
域 ) 。 由 下 确 界定 义 , 必 存在 UCa,6), 使 spf (х) Са) +e, 
从 而 ,对 于 U a, SGA f(x) Јалу +в; 
X. lim f(x) =sup(inf f(x)} = Са) 
ШЕЙЛА ЕХ. 必 存 在 U"(a, д"), ië 
iaf Року (а) – ё 


从 而 ， 对 于 U", О fO) > 0а) -e, W ó= mings, 

S MAER e>0 有 020, щщ EU, 6) ПМ, В (a) 
_ < f(xy< f(ay ве, BD 170) - Са) is 成立。 故 f(x) ТЕ 
а AWER, 


S2 习题 解答 


1 证 设 人 为 实数 集 有 上 的 有 理 数 集 ， 对 任意 实数 wa 
Фф арі 
{x D(x) >a} -IN w Tag 
R Ща<0 
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因为 ó, М, REMM, ДЕРДЕ ЗЕК а, {x| Рб) ар 
пр, ЖР) ЕВН. 


2 iF Ë Q= (< к=, Жєнї Н ДЕЙ). 2 R 


IHE Ж 38а, 
|е 当 арі 
{x 1К(х)>рау= 0% 0 35512>ca>0 
I |z 当 gÀ 


因为 é, 9*, Ар, ВТЕ а, (xR) >а} 
рй, k R(x)3 ul Ж, 

3 证 E f COo = + x £ E, (=l, 2,7m), E , ЕЙ 
H| JESE, E, E= $0)), “>а = тах{ y} = ming yite 


i 二 1 


对 任意 实数 a， 则 有 


ф 当 aza 
{х (Ро?) >ађ= ү UEj 34 араё 
ЛЕ =й ра 
Е эщ acè 
而 ó, А ЧЕ; ЖЕРИ, ЖР /(х› ЖИЙЕН. 
Е; =з >s 


4 证 不 妨 设 f(x) 在 有 上 非 负 单 调 不 减 , 于 任意 实数 a， 
АЗЕ 《x | f(x) >а} ЖИГ. 
事实 上 ， 对 任意 实数 a, ОЧЕ ЖЄ К, Лу f(x) >a 或 值 
有 Tosca, 则 分 别 有 
(> 
车 让 在 х, x€ R.M: (х) о, (х) >a, $ 
x*=inf{x | f(x) >а} 
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пц fat) >am A(x*) 志 4 了 时， 分 别 有 
ie | fx) >a) = (xt, со), {х | Гк) рар = Оре, со) W 
R, ф, [х*,‚,со), (x*, оо) ДГ, Ж ГО) тр 8, 


з 习题 解答 


1 证 HEXA E ELMAR Co, WA {x | fGoy> 
а}сЕҢ mE=0 所 mix | fo) >ay= 0, [Ш {x se 
基 可 测 集 ， 从 而 /(х) AE LTMA. 

2 证 ЯШ. 对 任意 实数 ay kx | J(xy>ay прш, 

Кон Joye E Е, MA (x | Ре) гар ЕН, 
Ш ЭЕ GZR”, (х | х) рау = ЕПС, WE, Gen 
üN, ох | О) гарар, А ГО E EK aE. 

š 证 ЖЫШ: 车 lx) ЕЕ ЕЩ, MU у(х) ЖЕТ 
пу. 

Ë ifo 55д(х)) = М, НЕ mN = 0, 

对 任意 实数 а, 

{x | ao >a} {x| о) = д(х), gO DSa} U (x | f(x) 
Agl, #0) >20}, 由 于 等 式 右 端 二 和 集 皆 可 测 ， 从 而 并 集 亦 
HM, aixi д0) гау игй, TEER (х E (ЕРГЕ 
Ж, | 

MEWE Фе ooN, W| A(x) 亦 可 测 . 

Ж. E ЛОУ Е БЛАГ, аху, 

БЕ: лбх), HERRERNES ә) 必 可 测 ， 则 刁 题 
BFE., СХ) ДЛ АГ, 

+ 2392588 的 证 法 相同 , 

5 证 BERETAN TSE, 
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对 任意 实数 a, 
(x] =€ E,, f(x) aY = BN {x уго) 
i i SRB YN ЖАК n 8), KERTA, BP (x | xEE,, f(x) 
хау, Ац OEE EBYS BI ТАЖ. 
6 证 对 任意 实数 o, MRA 


(хоо гау = {о Рои) 


WKE, # x< € Z, M) /(х) >а, WD f ro Е РО) 
ra 有 KZ, # xE, MER: f(x) зт > 
о, 2. Кх) >20, 于 是 х,Є 2. 

HRERS Am Эн ЗЕ, ШИШ tx | 7) >а} 
对 于 任意 实数 a 箔 可 测 ， 故 f(x) 在 BE 上 可 测 . 

7 证 只 举 一 例 以 明之 ， 

设 记 是 C0， 几 中 的 一 个 不 可 测 集 ， 令 

x ХЄЕ 
fos =Í _ 
-x x€F 
AHAL) |= x, 显然 是 [0,1J 上 的 可 测 函 数 . 但 ftx) 在 [0,1I 上 
并 非 可 测 。 因 为 ¿x | 700220) 25, ЕСО, 12 中 的 不 可 测 
Ж, 9 Ох) ЕСО, 17 ЕАК РА Ў, 

8 证 必要 性 , 设 f(x) 在 B 上 可 测 , 往 证 存在 简单 函数 

列 {Ф„(х)}, 使 lim Ф„(ху=/(х), 


因为 JOZE LWW, RAEN 广 (x)，、 广 (x) 均 在 E 上 
ARM, Вр 
Ро) = ў 0х) 0 ft 0020, TS (x) 0 
J dE И ЖЕ Жой, 必 存 在 简单 函数 ф„(х) 和 
g'al), ЖЛ; 
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бер, (x) «фи (ху, lim Ф (x) = ft (x) 
OEP (о) <o (х) 66, lim pa (к) = f (x) 
A @ (x) = p. (x) —p,"(x), ШЛА SB PEBE I Ф„(х) 
是 简单 阔 数 ， 而 
lim@, (х) = lim Pa (x) 一 lim p, (x) = ft (x)—f (х) = f (x) 
必要 竹 得 证 ， 
充分 性 ”车 有 一 列 得 单 函 Sk Ф„(х) (w=1，2，…) ， 使 
lim@,(x) = 了 (x)， 往 证 /(x) EE ЕНУ, 
因为 Ф„(х) (=1，2，…) 既然 是 简单 沙 数 ， 所 以 必 为 
пр 0, 5386, 
Рх) = lm, (х) 
За п й Ж. 
9 Ш Ло? EGSR, AO Ж ESR 上 的 可 测 
次 数 告 诉 我 们 ， Es БЕКЕН WE. 从 而 E xE, 
是 Ree 中 的 可 测 集 。 由 上 题 知 存 在 简单 滑 数 列 pw (х) 和 
Pa (J), {8 
limp, (х) SAO ЕЕ Ey, limp, Су) = АС) (ТЕК, E.) 
我 们 令 : фи (x, = p. (х), фа (w, Spa (у), HA 
Фа Ge, у), Ф.х, 5) 是 E xE КЕ Ж. 
Pa (х, у). (x, у} = gp, (x): p, © 
亦 是 E,x E, EAHA 63. | 
Шкаф, (к, 9) Pa (у, уу = lim pe (х) po Суу =X) O) 


НЕЕ Л): у) EEX E, БЕИТАП И Ж. 


95 习题 解答 


1 证 aenst, ФМ=| }Р„ EB,=ENM, 则 mE,= 


s=! 


m(EN М) =0， 对 于 任意 实数 a, 
{х | feo >а, хЄ Р) 


А, TH, 
{х Ро) 2га, хЄ Муз | Jis JOa, >C F.) 是 可 测 
集 ， 从 而 
{х | fa x€ EY = {х | fiya, x€ MU {х | f(x) 
=a, x€ E) 
为 可 测 集 ， 因 a 任意 ， 故 Лх) ЕЕ ET 
2 Æ 1° È 


59 [х 161, 2=1,2,+е,лу 
5,= {x | Ё—-1<]х;|& р, i=1, 2, m) (p=2,3,.) 


从 而 тў, +оо 《p=1,2,…)， B R| S. FÈ Es 
£=. i 


(JENS). WE, =ENSp ШЕ= ЈЕ, B E,nE,= фф 


+=ї #>=1ї 
g), mF ,< + ро (#=1, 2, D, 

A mE, + со, xy 在 E, ЕЯ (1, 2, -}, Wa H 
I BE E ЖЕРЕ F By ЕЯ, ТАРК TERR 了 SEE 使 


m (ENF) < 


Н. 在 ,上 连续 ， 
2° ФЕ=| }Р„ ШРИ. 


2-1 


PRE, P x€ F' ШЖ (xF = |_| Fp Exx 


. #=1 

So), A x ER, Ах, С, M 

SaN Se- Ф, 5 ПЗФ 
而 F, S Fer но ОН 

х, Р, H хб Р 
ТЕН Е... Р, АЙН, 

дк = Оху, Е) 220, дрн = (x, Fr 0 
取 б = mingre бкн), ИЩ sarx А, 62 МЕ, A 


XEN DNF | Јо, Ó) ПЕ, 


q 
让 6>>0 的 定义 显然 只 要 рок, WEA 

Мох, дПРЕ„=ф 
HEA n>N BF, x,€ N(x, Š) ПР» ЖЕН ЄР, E 
Р„Ж ИЖ, К х. СРСР, РЕЙ. Ен 


ЕЎЕ = Uz NUP SUENE 


f=! p=! ' 
得 | 
"КЕЗ ,Еу<Ў\т (БРО <ў, г 2 


¿=l к= 
3° fo 在 上 十 连续， 
事实 上 ， 任 取 хЄ Р, AFRIMA W /(х) 在 > 处 连 
续 ， 若 * 多 上 ， 由 2 证 明 过 程 知 ， 对 任意 ayi Р x. x, 有 
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AEN, Өң яр>МЫ, СЕ. Ен ГО) F, 上 连续 知 
有 f(x) =lim f(x), В foo E F Е Ж, 

£ F ЖШШЕ. 

5 证 ФА, (x [oo I>), 0 = (x Ifo | = oo), W 
由 题 设 w9=0, 但 ARA, 0-[|л,„, 得 


&=L 


lim тА = mÜ = 0 
ШЕ, NE mA. < e. 


FEELEN: 
jx) x€ EN Arn 
gix) -{ 
0 x€ A, 
函数 E(x) 显 然 是 可 测 的 ， 并 且 是 有 界 的 ， 事 实 上 ， 
| gix) Ist, 


H, 
{x [| /(х)зё&д(х)} = Ar, 
В г) АТ ЕЖЕН ЖЕГИ ра. 


36 习题 解答 


1 证 只 须 证 对 任何 o>0, 有 
lim mix | fatx) — д(х) |;®ст}=ф 
对 任何 o>0， | 


{> | Ie G) — gG) o} (x | Розе (х)} 
U (x о» -f(x) 20) 


Hh Kx 
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mix РС) FE) = 0 
БЕ) | 
m (x Ск) — ECX) с=с }ейт\х Р.б) _ J (х) |220) 
因为 Ох) => f (x), 取 极 限 有 
limm(x |.) ~ aG [;®о} 
<limm{x e — Рх) >g) = 0 
页 证 得 
limm{x бә — р(х) |>oY = 0 
2 证 只 须 证 对 任意 c>0, f 
lima (x | С „(ху + g (x) СС) + а(х) Eo} = 0 
因为 
[С Ах) + g (x) — ( f(x) + gix) 
|р.) — f(x) [+] д„(х) — gG) | 
对 任意 o> 0, 
{х | [六 (xy + gaix- (f(x) + д) oy cs 


(| оо -Fo Eu 人 fr Га.69 = 609129) 


mx | С.) + g,(x)3 Сх) + д(х)1] Zo) 
<m {х O FoS) 


所 以 


+m fx | диб) = g(x) | >š) 


由 已 知 ， 当 rok, ME 
mx | С) + g,G02— CFR) + д(х)] >оў—0 
W, HER>>, 有 
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lim "(х ( f,G + g,(x)3— É f(x) + а(х) рео) = 0 


š 证 АЛЫҢ КП], 
在 (0, оо) FE Я ООШ F+ 
1 xC (s- 1, m) 


Ja (x) = __ 
p xC (#—1, #) 


显然 Ах)->/(ху==0 (n— OoOo) 
但 对 G = Mef <l f. GO — f(x) >il- miz- 1, #) = 1. 


i fx) /(х), 

4 证 必要 性 Я AO =f), HK By t m T PF $ 
КЛ О 显然 也 有 7С ЈО), W (7 С ГОУ i 
ЖЕҢЕНИ, ШАНАРА (a COLPAERT РО. 

充分 性 ” 设 《f(x)} 的 任何 子 序列 (f, Co WAT 
{fa УЛ АКЕ F e). FEAE: fo(x) р). 

假若 (x) = f(x), 那 未 必 存 在 e 沁 0， 使 得 

mix [К - (х) [>e 
KATO EBATE CO) E5 
lfa -F [>®е}>0 (1) 
МШШ, (fs G) PARRET EILERT ГО) ЮТ 
列 。 因 为 如 果 有 子 序列 (Р С ЛОРАН ГС), 在 
mE< +оо RF, БН 

lim m(x | Ља Со ГО) | >e} = 0 
这 和 (1 KA ИШ. Ж f(x) => fu, 

5 E 任 取 两 个 单调 让 峰 的 正 数 列 {0,),4es}, 对 每 个 #， 
由 于 .Am GC) => fm (x) (А-=со), 5 ka {Б {9 
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limm{x 
= x 


„(оо -/$\>у)<ў 
下 面 往 证 ， 序 列 (f ФОУ) 即 为 所 求 ， 


对 任 给 2220, oO, 存在 下 整数 N,, щи М, 时 ,oo<a 


zg, 2, 
[x eo - fol > 


={х (ИЯ (х) Ре (xy! >) (n> N.) 
=> 
z 


) 


<m Íz |р ою feo >s << 
LH Оо кә, BEEN, Ч >N, tfs 
m {x о) -A 29.) 5 
取 N= тах, МЛ, 34 я N Bf, Ж 
m {x [/% бо -SPA 


по оо р 


н (со -fm |> 


О) — Оо [20) 

АЕА 

U Í< |”) — Р(х) >} 
从 而 当 rN, # ҺЕ 


т{х IFR _ f (x) |>=} <> + = 


ËD 


4027 


У (х) ==>) 


6 证 н hefi), 对 任意 给 定 的 >0， 
0720, 必 存 在 М, 当 n> М, 


m (х Lh) -f(x)| 2%)< 
又 易 知 ， 
Ce ISa) -fal [>оўс{х |) -f сор} 


бо -fo 


mix 


| fal) — f, (x) =o} 
<= {х |.) -feol>51 


СР 
+m (x ао -ftx) 129) 
从 而 当 я> №, m>NBh, 


"{х Оо оо [®о)<е 
充分 性 ” 先 找 出 一 个 子 序列 《PCx)} 在 上 几乎 处 处 收 
ж. 


任 取 数列 {л}, 20, im < + оо, НЕЕ ЬЯ, 存在 zk 
使 得 
т л -/ „б>, < 
МИШ. Aita ok $ 


(Ë =1,2, “二 
АШ mt +оо, HA 


1 
т а | наб) -fa Cx)| >т 
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对 这 由 {s} 作 Q, P, 


Q = n U fx ENRE -fach 


izj k= 


° PE f (|z, eo еа) 


l=] k=: 


R; = Uf 


isi 


|, CO або) 


显然 
R,Ə=R,>R.Ə.. =R,=R,.,= 
Q = Г\к, 
база 
因此 
mÜ =limmR, 
<lim 2” fy | fs, G -fac 
={# 
<lim Simo 
所 以 


mÜ = 0 
下 面 证 明 (Сх) 是 PE 的 收 伍 基本 列 ， 记 


P -| N {x 


ft] zi 


Sarn -Ja AA) 


= (ЈА, 


їж 
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显然 
A, A, S A;,,S : 


+ x€ P, : 必 存 在 fos 使 得 xE A.G A aC t'y IHE eo, 


P 34 I> La Mag T<, x C A; А » к — р Ei, 


#=1, 2, с» 行 


fa Со - f, OL EPI GJ) бю) | 


I=? 

<| f. a) _/һ,\х) | 
y=i 
N 1 1 

<} р С 


ДҮШ, СЕР БСР fO, 
其 中 


Дох) = lim f, G (x€ Р) 
显然 

Ў. б) => f(x) 
于 是 对 任 给 的 c>0, e>0, FEN, 


di 
» a 


(x со _ f(x) >o}c {x 


a S> N, s>Npij, 
1 ё 
|, б) – f (x) | 22 


Ос) 一 Cs) >30 
HORRE 
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所 以 ， 


ПШ 


4 s> NBI, 


ma | }„(х) fx) opce 


Jax) => f(x) 


#31 


第 五 章 ” 勒 由 格 积分 习题 解答 


S) 习题 解答 


1 证 由 蚌 设 知 %B< +оо, $ р,Е-{ ЈЕ, ЖЕМЕ 


意 一 个 分 划 。 因 OEE ERST, KET E, 上 的 上 
HAAL, РЛЫ 1 。 于 是 关于 分 划 了 之 大 和 


$p = yi жЕ, = yw = жЕ 


iži d= 


相应 的 小 和 


so = ўз, - eE = mË 


从 而 
supts) = m E = inf (sy 
Eh _ 
f ,Xs GO a = |, Xxx (>) dx = =Ë 


жи ЗЕ О ИШИ ЕУ, ук(х) ЖЕЕ БЛЮ 
ч, WH 


[хасах = mE 
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2 证 HER, JC) ERRE EAR TA, МИ ЈО 
在 互 上 有 界 可 测 . 根据 可 测 函 数 的 性 质 【Jx)35 LfOo | 在 集 


АЕБ ЧН, ЈАС ВО ЛЕТАА, Bir уор 
юли. Miry TN, {ннн ПЛС 


可 能 是 不 可 积 的 ， 例 如 (0,1) БАК fO =x*， 是 有 界 可 
测 的 ， 但 7 = EOD ERJ, АХЛ Л а ЯН Р. 


5 证 根据 题 设 知 ООЗЕ Ka, 53 上 有 界 ， 如 能 证 得 
ЈО Са, б БАр ЯК, CEER RART, 

HA РО ТЕ Са, P) 上 几乎 处 处 存在 ， 所 以 f G) 
ЖС, ё] 上 几乎 处 处 连续 ， 于 是 Jo) 是 Cs， 的 Бирр 
Ж. 


5 1y_ 
о r) хє[2,2- +J] 
r: El 2, —. 


则 对 固定 的 w，pu(x) 在 |,4- 二 | 上 可 测 ， 由 于 开平 对 所 有 
的 хсл, 2), а 
lim Ф,(х) = f' (x) 
一 _ 1. | ' 
再 注意 ca p= lJ [a b-b]. 便 可 知 О 在 半 闭 区 间 


Са, ó) ENW, ЛА S'ORE Ca, ёл PRP N. 


$2 习题 解答 


答 ” 莹 曼 积分 理论 中 的 达 布 定理 现在 已 不 成 立 。 
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例如 在 C0, 12 0038 ЖОКИ 
1 х 为 [0, 1 中 的 有 理 数 
fæ =Í 
0 x HCO PRAMA 
нч, E| оодо, 于 是 (обхо, B 


ау TERROS АВЕ Ка, ЕСО, Ж 
HCO, 12 s 等 分 的 分 划 


D, Е={0,13=] ЈЕ, мЕ,=1-<8 i=1, 2, 


显 热 шах{тВ,, mE, tta mEn Ò, УНЕ Е З 
ЖЕЕП SOTE БЕЛА 1, MKA 


+... Ж. 


500,5) = l mE; =mE=mC0, 17=1 


i=l 


从 而 


ШЕ fda- s (D, P| =10-11=1>} 


所 以 ， 实 晤 积分 理论 中 的 达 布 定 现在 勒 由 格 积分 理论 中 已 
不 再 成 立 。 


5 习题 解答 
1 Ñ 根据 积分 关于 区 域 的 可 加 性 有 
одак | роо [о oo det | годах 


因 =F = 0, af одах =0. 于 是 由 (x) 定义 
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[о dx = fo T sin zxdx + | 


posred 


C+) 
= (KR) sinnxax + (R) | созлхйз 
= 0 
2 证 因为 对 任意 实数 0 下 0， 
|, „Ох dx =Í Jal) dx + | ,fd 


[xl DREIT EE 


注意 到 /Ь(х);>0, М 
|, f, C) dx>| Р(х) 4х®т+т{х |р.) >с} 


ixi Реж) но) 
因此 ， 
mix hozni] faix) 4х 


又 由 于 | е а-о (я->со),ВҮШ 


mix | fao 220у-+0 (#— oo), Ер faix) ==> 0 


故 于 
任意 的 о>, 


| Ь(х) | > т 


IAG т+е 217-09 jg 


TÆ 
| fatx) | 
E к\т? че)” {xl | fal) 20? ( *) 
х. 
з] Sa К 
(Ж ерен Г 0 (8—90) 
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ЖШШЕ за 0, (кр 


1+|/,Cx) | 
| 六 T 
m {x | IT] GOD] Z j=0 (#00) 
KER ORA 
mix И.С) [®с}-»ф (исо) 
Вр J.G = 0 
$4 习题 解答 
1 解 H /бх) Г) 在 (0,1) 上 几乎 处 处 等 于 
=. TE 
"х 


ойх = |, 3 dx 


(t?) 
B 一 在 (0，1) 上 无 界 ， 故 应 用 截断 函数 来 计算 


1 
| 4, 


— щі <х<1 
设 1 — @ #° 
iZ ). з M40< x <А 


145-1 1.) 
к Кын х 2 КЕ „4х 


-lin [fo н + | урах} 
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lim [sat (2-7) 
=2 
所 以 fx}ydx=2 
(#1) 


2 ж 关于 积分 | ， fx)dx 的 计算 与 前 题 类 似 ， 可 得 


А 1 p3 
|... ea i fan- y dx Z 


XA fO) 与 Сх) 在 [0, 1 上 上 几乎 处 处 相等 《注意 康 托 集 
之 测度 为 零 ) 。 所 以 


| Јода | fadx. 
1] [t -LF 


š 证 ЖШШЕ, B /(х) ТЕЕ LERTE. Mh 
,之 定义 及 积分 之 有 限 可 加 性 ， 对 任意 自然 数 N， 成 立 着 


онак |, Слона |. Слона 


п= | #=А +1 


уе ü » од» 
E UE, 


1 ж] 


L =l 


АУЕ, Сн + оо, Я 


azal 


| (оона + Утв, > De.mE, 


s=! э=1 
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对 上 式 令 六 ->ceo， 取 极限 得 


| oa + „Е> У" mEn 


s=1 


从而 级 数 


Ж. 
至 于 充分 性 。 由 于 对 任意 正 整 数 N， 


[Осока = |н. (Ло) + |; p O dx 


=Í y feoax+ | . N-dx 
UE E 


пт T 
s=] s= А-1 


о 


«Уз», Nm 人 Е, ) 
as 


a= N Ї 


N oa 
= 3 nim E, + N. > жЕ, 


£= I =} +, 


«Ў», + У лтБ, _ ynBE。 
s=1 


s= NN +1 s=] 


Же Ун нЕ, Ж 


lim [ооа +оо 


хә Е КАГДЫ, 
4 证 ХЕШ 2220, EEREN, E3 лох МЫ, Ж 


пете б, 
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.首先 证 明 lim тё» == б, 事实 上 ， 因 f(x) 可 积 ， KE FAES | 
也 可 积 ， 于 是 


|. (x) x]. |/(х) |dx mes 


me Kt | feo [4х 


因 | 17 jzx< +оо, Ват, = 0, 


对 2220, Н Лх) ЗУН АОН ЕЕ. К ТЁТЕб:>0, 使 
ес Е, БН. тед Е, £ 


| Mo lax<s (* ) 
对 上 述 的 9>0， 因 тте, 0， 故 存在 N， 当 я> ММ, 
mt <d, TEA ORA 
|! JG) |{х<е 
ВН їе е BI, ОЧ есе NIF, FR E 
поте, << [ИИ | 4х<е 


此 即 


lim пете, = 0 
# —+ == 


5 习题 解答 
1 证 因为 在 0,10 上 成 立 着 


1 <E 
1-х -2 | 
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Bei <", я=1, 2, … ЕДШ. MODUS 


积分 定理 ， 有 


1 _ с нт 
(L) | м» 1- x dx: Аа) | > dx 


Е нх 。 
2  & H Jat) 本 下 ѕіпжх 在 [0， 17 ЕЛЖ 
于 和 (Weo) , 


LA (1- жх) =i- im + их 0, 
所 议 


й ltear, 


| TV 510—5 < = < РТ = 
ЖӨ ШЕН Ket ЕН, Ж 


Н _ mx i =f ‚дк = 
Шш (Г) и Tkm sinmx dx „© dx = 


3 证 Ë 
f(x) - 


үза "70 2, 7 


ВИДЕ В ЖУЙ ЕСО, 1 上 处 处 收 化 于 和 ， 由 于 


Ë: 
_ Ях se" Ë b 
AO 1= радара T i= РО 


易 知 Ex 在 [0 1) БЯ, ОНГИН n pa hik a e B848 


; А 
i 9х = + = 
lim (L шп 1 + ях 4х = | dx=0 

4 证 WA 
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|С) | 
1 + РС) | 


т, HERR с2>0, 


Е 091 е latd lf.0 [> 


于 是 从 f,G) =>0, A 


| fal) i 
1+] Һ(х) [一 > 


又 显然 有 


Aol | = ага Е 
L+] f(x) Sl (л 1, 2, t x C ) 


BE ЖЛ ЦЯ E BE, 


` [jx) | — . — 
im [тоо oa 
5 证 $ f(x)=1—%, fx) = x: х", ... 
Рб) = su н, 则 {f(x)} 是 (0,1) 上 和 非 负 可 
І. BA хЄ (0,1) 时 有 
У У.к) = 一 上 


1 + x 


s= 


南 勒 员 格 逐 项 积分 定理 得 


1 1 _ ` t - 
ао 1 = BD | Ads (* ) 


+=] 


而 (* ) 式 左 端 


аз | 1 dx= (R) | 


1 
| 1 dx =1п(1+х)| =1п2 
1 1+x + 1+х + 


CORAN 
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Уа) | „© Zx = DR) | (х= we ly dx 
Ü si 0 


m= 


所 以 1а=1- 1210-21 


8 Ж PHE Јо ЕК, (7,0070) 在 E 上 处 处 
KAF fO), ЗИХАР ЛУ 
fn fy u fa (е 
& A (x) = fn) ~ fhrnlx) 
Min Е БАЗЕЛА), Б 
Z (x= д,(х) = д, (х) 
REEE, € 


(ж) 
я = |. к „эз 


lim Í. gadaa | Суб) —/ (x)) dx 
Bl 


lim [соо О) dx = | охо) Lf dx (ж *) 


# 
fn(x) 可 积 及 (*) 式 可 知 f(x) WR, ЖЩ 
[ооа + оо, (еда + Фо 
KEO * Н оол 后 ， 即 得 


timi (Лес ах = ea) ds 


lim |, fdx = |, Ах) 4х 
7 证 Wó, {# 0<0,<9, НАВЕ Ар, Рх) EARE 
Са-0,, #8+6] 上 可 积 ， 于 是 对 任意 的 >0， 捐 4 的 定理 13， 
存在 [a —д,, ó + ó,)_E Ri FE и & ф(х), 使 
| | Ох) — фк) |dx<e/3 (1) 
ф(х) ЕК Ca-n, 6+ óJ 上 连续 ， 故 ptx) 在 其 
上 一 致 连续 。 于 是 存在 ?>>0， 且 að, WE cl |< mh, 
对 一 切 хЄ (a Ó, ó +8] 成 立 


Е 
| p(x + А) — ф(х) еду (2) 
Tik (1). (2) 两 式 


je + -fe dx [о фо Р ldx 


b . b 
рос -p ldx ооо – f(x |4х 


й 


< 
3 в 3 


RHH lim || + ~ ху Мх = 0 


#8 й 


6 习题 解答 


1 证 ñ, В 17.0) Р(х) (ж=], 2, ++) Н 

lim fa(x) =f) р.РРЕ, #k | fO) |Р) р.рРЕ, РА 

F(x? 的 可 积 性 推 得 ЛОО | 在 互 上 可 积 。 从 而 JOO ЕВ Eu 

m, . 
对 任意 的 є>0, АРСО) £ E БАЯ, FE А, 819 
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| F(x) dx < (1) 
EE 4 


其 中 Ex = {x l- hi #= 1, 2, "+, Лу x€ E). 
ЯЇ БЭ &, MENOS КИНИП ЖЕЛИН a Ese, TF 
ЕМ. Wa Nl), 


|. Сб) Роу | < (2) 
сә [одах |=] | Сло ооа 


Соо Јо) |+ 
iy 


i 
I... С. „\х) — J (345 | 


a СЛО Лода | +], „ FO)ax 
N з 


< + оу = 6 
即 lim | оёх = f fods 
2 证 设 
fiy==— l зыр, 2, = 


РМ" ‚а. 
(1 ++) r, 
网 AO 是 (0, o) КЕМИ, B. 5 АА S 4- 
t€ (0, oo) 有 
lim falt) = lim —— = z** 
> Н Hr 
对 r2, 4 01 时 ， 
fatt) =— <- gt = 676 
(1+2) го = A 
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对 z222, *4 1<т< сор}, 


f= ll < 1 
(D (ТЕЛ, TEDY 
=4(@ +2) 
TE, s22 时 ， 
Ла)у<Р() -人 0<<1 


AGED 1<]1< оо 
HF (0, co) Бнр, ВУЛ Л = ЮЕ 
理 得 | 


lim 


з ho "J. im assum И 


У, H 
f ,G0< Лоо /„(х) «++ 


lim falx) =f(x)。 往 证 ш /„(х)4х = | feo dx, 
因为 Ло ГО), MURR | Л. ак +o, MI 


|fe94x= + co， 命题 成 立 ， 故 以 下 设 所 有 Л.) 都 是 可 各 


的 ， 
2 £g£(x)=f. a (x)- F (X) ве}, 2, += 
W {д„(х)у DEE БАЗЕ ИГИ р 71, EH 


Догу = роо + Ў, б) 


根据 тЕ = + cor ТК LARI ЕНД} ЕЛЕ (36 定理 3) 
[ог ло «Ўро е 


кка 


= | Лоо 2х + У) {оо dx 


=t 


=f f(r) dx + lim? | Ex (x) ds 
B еы Е 


sl 
= | Лода» + jim | Ver) ds 
E в 一 5 Е р 


= (Лода +lim | LAG) Л.а 
= lim [dx 
ас Е 
即 lim Ас | ооа 


AZ. DEERE mE = + co 时 成 立 。 
4 证 < f,G = (fOeyy,, BH 
х FE 
H. lim Fal) = Рх) 
因为 对 每 个 s, f.CGo) 33 358 P dË Ar MLP k. ВЕЗЕ жЕ 
= + co 时 的 勒 维 定理 ( 见 上 题 )，lim | 六 codx = | feo ах, 
Вр 
lim | Ue, dx = (одах 
5 证 #ФЖМИАЕЙ., FPR- EE. RPE Дх) 
ТЕ Са, HE ARAWE, ЕАР. 
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先 证 必要 性 ， 设 广义 黎 虹 可 积 图 数 jtx) УАН, 1E 
证 Рә | ARAE. 

BRA ¿asna ЫЫ, f(x) 在 Са, 00 КУЛЕ, 
由 歼 曼 积分 理论 可 知 ，|f(x) | 在 ze，7 上 有 界 黎 曼 可 积 。 于 
是 由 第 五 章 如 的 定理 知 |/(х) | #ECa, ЕЛ ОШ, B 

(R) [лоо x= (L) оо Ма) f Роху + оо 

下 ?的 任意 性 ， 即 知 7С) | Æ Ca, LE ARSI. 

ОРАР. ВГА ЕГЕН О Сх) ААН 17 {x} | 
JP AARSE, EEC WIER. 

因为 Ло) RRI, ВО л, 1) (asna #) 
ERAR sb nj iB. mH, H IOl 广义 黎 曼 可 积 有 

A=lim(R) | | feo |4х< +оо 

选取 {Tints f# an < 5, Ein Cm, е, n a Ё {л-®со), 
{ЕЖ 
/(х) а хз 
0 n xë 


则 Л) Е Ca, тыз E 3259868 3k A(x) 相 等， 因此 在 Ca, 
пыз E Jep ИЖ ГИН. E 


f. (x) ={ 


(1) со ах = (В) [Гоо а 


又 „ООЗЕ бт ОАЫ КЕТО, B R| обн = 


0。 由 勒 路 将 积分 共有 区 间 可 加 性 ，fa(x) 在 [ay 纪 БАЕ НИ 
可 积 和 的， 类 而 |f ,(x) | 在 Са, ё) БЯЛА. ПН. 


(L) (Або) idx = (В) Firo Мх А (ж) 
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ЖАША ЛЬ) y Са, РВА ЕЛЕЕ Ж, ВТАА С * ) 式 
Н eng, [Оо |=lim |/„(х) | 在 Са, # БАЙЛДАА, 
XH 

РО РОО | я=1, 2, = 
HARRER у(х) (CO WEAS И E ШИИ 
WEH, Ж 


(L) f Гох) ах = Пт) |, Р.) dx 


=lim(R) [esas = (R) | fO) dx 
CE WEARER AES Нр РАЗВЕ НН ЕУ, H 
须 将 上 面 证 明 过 程 中 选取 的 47), {йл»->РД@{ Б n> + eo, 
6 证 我 们 取 Е = (0, оо), EE ELEELEA 


зпх/х б< х<?лл 
fat) -| 
0 Ойл << х< се 
fix) = sinx/x 
则 显然 {f(x)} 是 B= (0, co) 上 的 可 测 孙 数列， 则 iiimn fa) 
= 了 (x) 及 成 立 着 
lJa) 1} s=1, 23, x€ (O, оо) 
但 是 我 们 可 以 证 朋 
lim | оак | У) dx 
z — (g.=) r5) 


а 


事实 上 ， Hi fn(x) Y нр 


tim | Јо) ах = im [ sinx gy 
4.) (#.2#т1 


т со z= ' 
=lim (R) |” Hgy 
kas. Г РУ 
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= sinx л 
= (К) |. dx = у 


х 
另 -方面 | :2x Е 00, оо) ЕДЕ ШИГ, ENY 


sinx | sinx i соѕ?х 
= :学 “一 一 一 二 一 一 一 一 一 一 一 


хоо! x 2х 2х 


HE EOD ЧЕЗ Bu R (因为 | QL. dx 发 散 到 


rooh DEEE co) 上 和 楷 曼 可 积 。 于 是 根据 前 题 之 结论 ， 
fo = ШЕ 〈0，co) 上 不 是 勤 员 糙 可 积 函 数 ， 当 然 有 


lim ео dx | 764% 
ВПО Е mE = + 时 不 成 立 。 


г 习题 解答 


1 证 We, у) ЖЕБЕ, WEE БЕН 
Ш, ЖЕНЕ E 8 gq 


1 -T_T 1 
ауе yo 
由 $6 习题 5 MANET 
' 1 ' i _ i 
(L) | 二 f! = dx = 


1-а 


! 1 _ ' 1 _ _1 
а fi 0123974 = (0 | 2-97 5 1-8 


于 是 


449 


< 1 
|а — yp) 1хду = _ а r <t 


这 喷 说 明了 f(x, y) 在 E 上 可 积 ， 义 求 得 了 积分 值 ， 

2 证 Aed, ga R, К 上 可 积 ， 故 它们 
分 别 在 R"，R* 上 可 测 。 于 是 它们 的 绝对 值 |f(x) |, О | 分 
别 在 Ве, Ке Барі. нра о 知 ，|f(x) [-| gG) 在 
R?xR* 上 非 负 可 测 ， 由 富 比 尼 定理 


[feo Ll EG) ху = | dx f AFA 16 
对 任 一 固定 的 x， 有 
(оо асау = 1 f воо Му 
На Суу Ке 上 可 积 ， 故 | ,1 8(7) | 必 为 一 确定 的 数 ， 
因此 
| Leo [1 gG) ldxdy = Í... 50) dy ,fax (ж) 
又 由 于 f(x) WERE M| ЛОО Ма + oo, 于 是 ，(* ) 式 


右 端 为 有 限 数 ， 从 而 О) Ср НЕК” КИН. WoD- 
EM ÆR ЕИ, WEE ЛО) дО) ЕЕ. B 
由 窜 比 尼 定 理 得 到 


|. J (x) gG) dx dy = (|, о, 2924) 
5 Ш ABARH F, у= + 大 满足 3 2. Р(х, у) = 


fO, у). Ж 


1 
1 
= F = 
[fe >) dx о, 2? t 1 ty 
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于 是 


d | ‚, -Í _1__ 
| 7 w 2) dx (9.1) іну I 


! x 
асу =% 
‚д д 
жүн, Bm G (х, = -是 G (х, 7) = 
Рх, у), Ж 
= \'_ i 
|. Jes dy = GG, | 


' 1 + a° 


于 是 


= „і 
Í... dx a оэ 2) ay E б 1 + xš Jax 


l 
= (arctgx) 


所 以 


|, dx fe na]. gf fe ух 


AIRRA ШЕ ЛЕЛЕ, УА ЕА 
要 求 /(х, PEE (0, 12 х (0, 1) 上 可 积 。 但 这 里 /(х, PR 
其 备 该 条 件 。 

事实 上 ， 我 们 能 够 证 明 Ох, у) Е (0, 1)x (0, 1) 上 不 可 
н. 内 为 对 0<y<1, Ж 


ус, уак = 1 


х 'Ў 
x? + y° |, 7 2y 


但 大 
y 
_ _1 
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从 而 
1 h- 
Í. yf Me J) | {795 + с> 
放 |f(x, э ЕЕ J SSTBR, НЕШ РО, у) 在 B 上 不 可 
їн. | 


通过 此 题 ， 使 我 们 进一步 看 到 窜 出 尼 定 理由 /(х, DRIA 
ЖЕЛАЛ R| ЛЕР), 


38 习题 解 各 


1 ”证 “因为 对 任意 实数 和， 成 立 着 
а В 2 141-141 
于 是 对 任意 分 划 D, 2=x<x < u, = 5, 有 


Ухо 1-1) 1 СУЎ) Оо Ро) EVA 


点 二 上 =i 


Н, I/O | ела, Н 
иара) 
2 Ш H /G) ХАНЗУ БИ, 
VF) = 7, 
因 /(х) 在 СО, 12 КААНА), ВЕНЕ] 1 86 
ж | 
рису =f - (0) = 5 
从 有 界 变 差 的 定义 显然 有 
Vi(f)=2 
故 有 等 式 
Из = ИРУ НИРС) 
š 证 对 Ca, #2 的 任意 分 划 DD， 
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а= x< x < m= 


VÈS DI= У) -fx dt- 
=i I 
= lim [fd -S | 
ы 


= Шю УЛ 一 六 (re |с М 
由 分 划 D 的 任意 性 , SIB КОЛУМ. feo sy CU ca, Ёё), 
4 证 AAO Са, DEARER, ДЕ Сх) Са, #7 
КГ, 县 对 Га, $J РЕЯ ЕА ху Хх», fF ——— 37р JE, 25 
公式 ， | . 
fue — fO) = PF fredax (ж) 


RE. НИ /'(х);>0, p.p T [4， 幻 ， 故 由 积分 的 单调 性 
可 知 7 
("еә dxf 0-4х = 
ФРАНС»). 
` f(x — f (20 
ИЙ f(x) (z: ) Е 
这 就 证 明了 feo Ca， 人 习 上 为 单词 不 减 函数 ， 
“5 证 ООДА, Г 为 可 积 函 数 ， 设 
g. (x) „ү ® Ы =, F'O # | 
тля 24 Г'х) я 
д Вабх) х) Н рах) (х), >С „(х) = f (x) 一 


[до dx БЫС, (x) 0 ,由 此 可 证 得 G,(x) 是 卉 加 函数 、 
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PEGO G0), mG -f(a) 2 | z.G04x. HERRA 
定理 得 Гоо а[д = | 了 "(x)dx。 同 理 可 证 
Гоо -fey< | f dx. 从 而 


f(x) fa) = одах 
6 证 当 x 闫 0 时 ， 


Ё'(х) = 2xsin L -2 1 (1) 
< х х 


Mx = 0 时 ， 应 用 在 一 点 的 导数 定义 


: 1 
Н 一 一 -一 一- 一 
F'(p = — limt ^9 + Ax) 一 F (0) = lim (ax) а (у) 
Jat fx drai Ayx 
= 0 


АДЕ (ху C-l, 19 ҺАРА. 
但 F(x) 在 [~1,1) 上 不 绝对 连续 。 这 可 通过 证 明 F'(x) 不 


可 积 来 说 明 。 因 为 《1)》 ARY, 故 只 须 证 之 cos 汪 在 C - 1,12 


上 不 可 积 。 事 实 上 ， 当 ((2я + 1а | #< «< [(2» _ +)" | 


| J I=, 12<-1, 11, H 
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1 
|, хк! — 
于 是 
- a 1 „ 1 
f. і 4 = t 3y3. ту. +) 
UI, > "=1 2з +41 эж! 58 1 
=: 3 3 
2 
8 
1% ах r-l 
= FA nfl 十 TZA > 
3 1+ EJ 


- 史 _ 
- яе Gn +1 
注意 ， 上 式 中 的 不 等 号 发 生 是 因为 当 x>0 时 ， 有 jn(1+ 
x) > г. знн gbr Бр 是 发 散 到 +ce йи. Жш 


(3). (2) яле i RTR. 于 是 Scos 


在 【- 1，I9 上 不 可 积 . 再 由 (1) 式 即 得 F"Cx) 在 C-1，13 上 
ЖИИ. АПТЕ (x) 不 是 绝对 连续 函数 。 
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第 六 章 ш, 习题 解答 


Sl 习题 解答 


1 解 И 
0 0<x<— 
Рх) = 11 xl 


п 二 < x < 二 (#g=1, 2, TT. 


则 | Лод dx = IG- (ар) 


1 
= 之 я (s + 1) 


ATENZA а T yk, KOO, 13 Luffa, 
但 是 


[оа = У y (L: 1) а Ж 


W J (x) EL,. 


2 # DO | /'бо4х>0, А/О | > 
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0 。 由 第 五 章 勒 中 格 积分 的 性 质 ， 等 式 
Пб [= (утоа =0 
成 立 的 充 要 条 件 是 (x) = 小 此 即 f(x) = 0。 从 而 证 得 (1 )， 
(2) фаў) | (| оа) 


= |а (со ах y 


= |а 1. {| f (x) || 
(3) 由 引 理 2 НКЕ) , Ж 


{7+ а (| Соо + соза) 
<(f ойх) + (f B(x) dx y): 


А = Л + р] 
从 而 证 得 (3 ) . 


5 证 (aft ËE в) = | (af + B zy5 ds 
= f tafh+ B £hy ds 
= a| ах + В | ghax 


=a(f, Ay+ (ә, 5) 
4 证 由 三 角 不 等 式 ， 有 


p(x, х) < р(х, y) + р(у, х) (1) 
p, DLP, x) + p (x, х) 
= р(х, у) + р(х, x) (2) 


由 (1) 5 (2) 得 
р(х, ®)—р(у, DAP, y) 
Ply, х) — р(х, 2) р(х, у) 
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于 是 
| etx, 5) -0(7, х) << p (x, y) 
з Ж 死 分 性 设 / 与 8 线性 相关 , 则 可 设 /= cg, 于 是 


š š 
ГР, D i= | аве =la ачха lal: 


= egl- isl = ПАДА 
М EIA а |= ПР-Д. = 0, 显然 /与 
4 线性 相关 ， 从 而 结论 成 立 ， 现 设 上 扒 0， 财 对 任意 a, 有 
0< |/-ag||:= (f- az, f-as) 
= (f, F)-2alf, д) жак, д) 


а= 0. MERER 


CE х) 
0< If- ag 1" (f, fy = 19 ED 
由 题 设 
Г = fi hel 
БОРУ, 18 
|C, D E= ПАА" 
KLOT үү: 
: _ | (C, z) ү _ 
(лї, yat 
可 见 (* ) 式 有 端 为 0， 干 是 


I -agil =0 
此 冯 了 = cg， 亦 即 / 与 5 线性 相关。 
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6 证 нан pf- 


=, f + z) (Р z, f д) 
SEG, D+ f) + (a, fy + C, D) 
= 1.467, D) 

= (f, z) 


7 证 |£, - l= (£, - £, Р-Р 
= С АОН С fy+ ПР? 
= |£, 15-207, УКР 
由 题 设 ao DG 让 及 fi -= 站, 则 有 
lim А Р а А -2s Zy+ ifl 
= 215-0207, /)=0 
从 而 lim la- i = 0 
8 证 依 距 离 空 间 的 定义 ， 直 接 验 证 即 得 ， 
9 证 现 验 证 如 下 定义 的 距离 
当 хасу 
当 х=у 
满足 蝶 离 的 三 条 要求 ， 头 两 条 是 显然 的 ， 只 须 验 证 三 角 不 等 式 
р(х, у р(х, ®) + OLS, у) 
ШЗ F, #Fx=v, BW) о(х, у) = 0,36 346350 E ЗАЛ ЛУ, 
* xe y, 则 oix, =l, 这 时 对 任意 的 zs, 都 有 
Plx, х) + olz, y)>1 


1 
(х,у) = { 
0 


从 而 . 
PEx, JISP, х) tol, y) 
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SEIE BERZH. 
10 证 令 (х) =1, 由 许 瓦 兹 不 等 式 


Piso Мх | о ЇЇ IV a 


2 习题 解答 
1 证 (1) 设 F 为 距离 空间 X 中 任 一 闭 集 ， 令 
С„= (xex об, F) <+ 


Ж ЭШЕТ С, H 


F = (є, 
HJ (1) RE. 
(2) 设 5 是 距离 空间 区 中 任 一 开 集 ,会 
下 = 多 C 
ШЕРИК, B (Y) 4A, FERA (C), tE 
F = [\с, 


РҮ 


从 本 


G=gF=| }еС„=| |F. 
其 中 Р„=@фС„ АНЯ. 


2 证 JI GO 8 L, BEL 70) ИЛИН ДИН. 
上 巾 积 分 的 绝对 连续 性 ， 对 任意 6220, FE 9220, | Ca, 52 的 
EATE, 只 要 m<, EA 
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| бә dx <$ 
xH lim Ja(x) = р(х) P. b. T Са, EPE ACO |< Дх), 
B £ Cx) пр E 
| #(х) |<<|fex) | A. 8. Са, J 
于 是 
дк) ех) р.р. Са, Ф) 
因而 fx) EL, 

HIH Ж КЕШ, ЯТ ЕИ 5， 在 在 闭 集 Fla, 53, {E 
т(Са, 20-Р) <å, Т ACD EFE- SHAT 
&(х), > 

Е=[а, #- Е 
Ш жБ<8, 于 是 有 
Pofa- de= RAE + | a- gyds (*) 
而 
ЕЛУ (ге. – 27, + g) 4х 
z ё 
<4| / ¿xy 
LA {ЛЬ} 在 FE 上 一 致 收敛 于 5， 所 以 对 上 述 s>0, ## N, 
5 saN, A 
Ë 
[a &1<-у-у?, x€ F 
于 是 ， 当 # 之 N 时 ， 由 式 (*) 可 得 
Ге рч | fo вух + | fa tax 
E E -ËE о ё_ 
=" КЕСУ УС? 
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pp lim f, = 2 


5 证 (аа (вах) 


-| [ (fuga fog +fog -IE dx | 


< | Ac. D dx |+ | (ff ) gd 


<fl: esl rl Hel 09 
上 面 最 后 一 个 不 等 式 是 由 许 瓦 北 不等式 推 得 的 ， 
因 lim /,=/, 则 由 范 数 的 连续 性 ， 知 


lim [ЛЬ = {1/1 
ИЛ ЯЛ, Ж 
E | <Ë (л=1, 2, =} 
^> М = maxį{k, ilgil} 
HF 
lim f.=f, lim g,= g 
ПЕ e>, HN, iE Ni, 有 
РИ! < | Да 5 || < 
于 是 ， 当 #2>N 时 ， 由 式 (*) 可 得 
+ š 1 Ë _ 
feds | лах м (р + г) = 
ЉТ 
lim f Sagad: = [увах 
即 lim (fus z.) = (£, g) 
4 证 假设 (A0) FSRA О), ELATI 
62 


{ЛА,„ОбОуЛЖ АЮБ РО). ERE, H 
lim Ре) =0 
Пп Ж Hi F ÉY {жк}, 


m n, ЛЕС. жай 
使 得 


ponh 
Wik, 23 


У || СР, - J )'dx 


А=1 


ЖӨН. < 


Е(х) = УСС) ГО)" 


&= 


内 第 五 章 勒 页 格 基 本 定理 ， 有 


[ 


| вооа = У |. (f. | 4х + бо 


=| 


WIF) 是 可 积 函 数 ， 因 此 ， 它 是 几乎 处 处 月 限 的 . 


级 数 
Y (O GO – (ху)? 


£=1 


Д.А, ПОЕ О А (ЛОРА) 有 
lim См) —/6х))*=@ 

AREP 
lim Ja G =S (x) 

几乎 处 处 成 立 。 


于 是 ， 
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5 证 ЕҢ Ehn T 
||, za [Fets =| (7. ах) 
АТИ 
= л Ра) с») 
НЕЛИ yh ЛЕЯ (SAEED , Ж 
lim | (fs~f Ydx=0 
从 而 ， 由 式 (* ?有 | . 
im J /rgd | adx 
此 即 ВСР fo, 
6 证 
|-ро Рах Ca) 
BEB А Д И, Ж 
ак = А ПА = ах 
又 由 于 СТГ Ло). ШЖ 
Галеј 
从 而 由 式 {(* ) 可 得 
Гааз | fida- a Грах || рахо 
W lim {0,740 
此 即 证 得 《 疡 (x)? 平 均 收敛 于 ГОО. 
tE: Жн (7.0) ) 绊 收 敛 的 条 件 一 般 来 说 是 不 可 去 掉 
йй. GREH ПА, ÆRE I/-fl 一 0. 
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ж E, K 
Лу = 1+1, хс, 17 


` 5 
E 


ro -| refez] 
-1 xE (证 ,1| 
W fa J SAF L,CO, 12, ВЖ 
л | (144) dx i= сод Р 


ш! л И 
但 是 


[ с. -f )'dx = Pa + 1 ~ 1) dx 
+ Ке + 二 + 1) dx—? 


В А, - атро. 
7 证 Щй ——— ЛЮУ LENET’) ， 对 任 
一 JELL- л, л), É 
lim | fcosnxds = olim| 7) зіряхёк = 0 
Вр 
(f, созях) 0, (f, зіпях) 0 (л->оо) 
ХАВ {совал} {sinss уН 0, BRA 
соѕях ==> 0, $їпїх==>0 
ЛК, ЛИЕ созлх===>0, WE созблх==>0, М 
| cos wx |1, НЛА ЕН, A 


| соз лхйх-®] (n—°°) 
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但 这 与 
| cossxdx=n (в=1], 2, се) 
FR., RHH созлх==>0 不 成 立 。 
8 证 对 任意 5E 工 ， 往 证 
lim улова | F. ах 
分 以 下 几 步 进行 。 
1° 由 Fi <&, 
H /,=>f 可 知 =n’ BERE ATA 
tn CX) 使 
Sn 00) р.р. 
应 用 法 都 引 理 ， 有 
[r= lim ан = lim 7а 


< tim | Гбх) 


所 以 有 了 | <А, 
2° 对 任意 z€ L, (f. 具有 等 度 绝对 连续 的 积分 。 
事实 上 ， 对 任意 可 测 集 La, $), 


ЕУ: 
<i- (ee) 


由 于 л 的 积分 上 共有 绝对 连续 性 ，& 是 与 я 无 关 的 常数 ， 于 是 
(js8} 具 有 等 度 绝对 连续 的 积分 ， 

3° 由 于 СЛЕТ], Ja =E (ЈАН 
度 绝对 连续 的 积分 ， 于 是 由 第 五 章 维 他 利 定理 ， 有 有 
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lim | овак) -ad 
此 即 证 得 (о) н F fox). 
9 证 1° ЖЕ Lt FE L, 的 一 个 闭 子 集 ， 亦 即 ， 如 果 
E) 是 工 :的 一 个 聚 点 ， 往 证 (х) EL 
由 确 点 的 定义 得 知 ， 在 L* PHAR {jf,(x)} ， 使 
lfa- g || —0, 由 $2 推论 2 AATA Cf, 0), 使 
Ў бх) (х) р.р. ба, 的 


由 于 
(Fa |< р, р. Ca, P 
取 极 限 便 得 
En <t Ap Fea A 
ЮВ z€ L,*, 


„2° 证 后 一 绪论 。 必 要 性 由 8 定理 4 即 得 ， 现 证 充分 性 ， 
设 f(x) 二 >/(x)。 同 1" 中 理由 一 样 ， 有 f(x) L, 
对 任意 о>0, $ 
Esto) = (x lfa- | 220), В„(о) = Ca, 23- Elo) 
于 是 


Ша | Рака Та 
<|! f.- f hdx + [ох 
- | >{[4х+о%(#—-а) Ca) 
иа mE,(oy=02FE |f,-f 可 积 ， 则 由 积分 的 绝对 连续 性 ， 
对 任意 e>0， 存 在 6>>0， 使 当 mr<s 时 ， 恒 有 
| П. х | 
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对 上 述 5， 存 在 N， 当 saN 时 ， 有 тБ„(о)<д, 于是， 
ҷа: Nh, 


| ЫЛ РР ак 


我 们 自然 可 以 选取 o， 合 06-а) 5, Дїй, "4 sN 
时 ， 由 式 (* ) 便 有 
РР а ae 
即 lim |f- =0 
WEE OFFERAT f(x)， 


3 习题 解答 


1 证 设 习 中 是 距离 室 间 区 中 一 基本 列 ， 于 是 有 ma 25 
яр › 
lxs х.) СЛ -= 
令 К = шах lolx хз}, ШУМЕ Ах, В 
plxs х)<К+1 
此 即 表 示 {xs} ВАЕ. DL K +1 нА Иа, t 
KIAR. | 
2 证 ШЕЕ ЕНЕ АШАП, 
3 证 @ | 
$,=f +A ++), | Е ` 
TË 


бору 
[5—5] = i fa < 2 151 


三 时 二 1 i= +i 
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< Y Nil- (moo) 


іс ші 


MT (SARERA. он за, Mt (З) k, 
вр У) Вс. 


4 证 为 证 Лр 3, АБ ЫЕ ВН: # om x 
—0, Ж] |/(х„) – ба) | 一 0 (л->»со), 
W (wS X, =€ X, Н Plta ху)->0 (a=), {ER 
rE A, DZATE, F 
站 Ka PEP a, xo) OCX Y) 


于 是 

inf (p(x,, у) обхо ха) +inf {p(x 5)) 
此 即 

J (x) р(х„ х0) +J (x) 

Гбх) - Ў) Србха ха) (1) 
同 理 可 得 

Дох) -/(х) (хь, x) (2) 


由 (1) 5 (2) 即 得 
| Ох) — fos) «роб, хь) 0 (n— оо) 


故 JOO ЖЖ. 
$4 习题 解答 
1 证 因为 
>= q dwr1 (s= 1,22...) 


4089: 


-y IF 


к тл? * — 
[Чаш „| сомик „ш, „ш. 


以 及 
* singx .COsmx gy -f sins + m)x + sinir- m) > dx 
- VA xa -z 2л 
=0 (ят) 
Í sinss sinmx у f cos(a- m)x-COS(R+M)X g. 
= = VA -1 2л 
= 0 (аж) 
" Со5лх COSMX dx= f cosis + m) 3 coslas- pt x 
-z Vn V. = 2л 
= 0 (sm) 


Ë 1 ‚Соёлх 
— — d = * тїт 
[>= ол СА х= 0 (4 1, 2 ) 


= 1 sitax 
=— -—— = =i, ЯТ. 
| = 2 


可 知 三 角 系 统 了 是 标准 正 交 的 ， 
2 证 设 
Pri Pir "сз Чї» 
Je lp P EK A ЕЛЖ, EE 
G pu T Apt T © + Сыры = 0 
HEARE 
= 
充分 性 是 显然 的 ， 现 证 必 票 性 。 设 
G Qa T AP +++ 9р = 0 
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则 

0 = (ар + APh + ++ + алко D kaa) 

= Am Pim Фа) Ой=1,2,<-,5) 
由 于 {te 好 是 标准 的 ， 记 以 

(Pim Pim FE (m=1, 2, =, л) 
М @„=0 (m=1, 2, oe, л), 

5 证 Eso BE | ИШЕ. EH 

0 4 хєГа, #)-Е 
1 当 хЄЕ 
W go € L,, 于是， 和 由 $4 定理 2， 有 


209 = í 


оа | fogda = aaa 
Е й i=: 


m= 


- > ([/оое‹оо4х (|! scoreco ё) 


|| 
л: 


af фФа(х)їх 
8 


In 
Ш 


I 


可 见 Гое) ек k Janto EE ЕКОЕ 


分 ， 
4 Ш 必要 性 设 (/, zg)=0, WH 
f+agll:= (tf +ag, f+ag) 
= ПР +2007, д) жа | д ||! 
Па t gl 


l 


DEEE 
H-ag = piel gF 
于 是 
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[/+ад = i-as || 
充分 性 设 [над | = Пад], 则 由 必 要 性 证 明 中 的 
推导 过 程 可 知 
2atf, £)=0 
Ж а=1, 便 有 《f/f，g8)=0. 
5 E 1° 人 先 证 (1) 与 ti 等 价 ， 
< 
$, = et ey + =" + G.E, 
Gazla P tfa + +] z, 
іе) ЈЕ Е, ДУР Че K >т, 
[5.-5, [= Даа: tat 0, | 


=| ami [кеб а, = о, G, 


НЮ, OG. 3 351 ka (о), NALAK 


直线 R REXEN, ATER Jorm БИЖИ Ж 


>! a, t Dream, 


LEF 


2° Ша) уа, 


GD, # Ура. Рек. нао ЛИИ. W 


== 


Усма =x, $ 


k=1 


$„ = Q t + 2.0, + + + L.E, 


于 是 

(5, 2) ај, /=1,2,+-,Ё (<s ПШ) 
HERA, ш 
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5 >x (n>) 
ARIO B: E EE 
a;= (5, rx, 6) СА) 
Hyro, А( Сл) ШОЕ ЖА, В 
a= (x, ej) j=l, 2, =. 
ЕВЕ Си), 
GHD (i), É a= (х, e), НЛК, A 


У о, Р 


=1 


Ж, BLR СУЕ dii ВОЕНА I 


Ук, ёк) ёк 
k= | 


ж, KATL CEG SGS А 


Уа 
k=! 


К. 
8 证 ЖШ M: ERETZA. B x, УЄМ*. ШУИ 
意 实数 a 及 任意 <€ M, 
(х+ау, z) = (x, x) +а(у» ж) = Ü 
PE х+ауЄ M |. НЕМ 9175]. 
再 证 МЕНИ. BE, WA 0х.) МУ, s 
lim x, = х, 
Е уЄ M. HIS EBE SEEE, 
(хь у) = иш (х„, у) = 0 
ҒТЖ х6м 
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WEM EHAR, MERMA ELB- T 36 И Г 2 8], 


5 习题 解答 


下” 任 取 一 多项式 
Р(х) = А, + A,x + Ах“ + +++ Ах" 
以 5.00) ха = 0,1, 57, т) 关于 标准 正 交 系 {yrtx)}》 
最 成 付 立 时 级 数 的 前 * 项 和 ， 则 由 $5 定理 1 的 证 明知 
SAP) = А,5,(1) + А,5„(х) + t Andal) 
因此 


EP-SAP «А S.G (=) 


&=0 
НЕН, х (&=1, 2, -.-) 3 Е4фь (х) УНО УИ y, 
所 以 
| х*-— S. (wb) [| —Ü (n—o, Ё=], 2, "ө, т) 


{Р-5„(Р) Ур Aale 5,00 | 0 (oo) 


从而 ， 寺 闭 公 式 对 一 切 多 项 式 成 立 ， 而 所 有 多 项 式 组 成 的 集合 
在 L: 中 处 处 称 密 ， 故 由 斯 切 克 洛 夫 定 理 知 , (а(х) ЕВНА. 
表 由 4 定理 5 ДІ, (раб) 是 完全 的 。 
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